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L. Bresersaca. Funktionentheoretische Extremalprobleme. 


Uber einige Extremalprobleme im Gebiete der konformen 
Abbildung. 


Von 


Lupwie Bresersacs in Frankfurt a. M. 


Kapitel I. 


Bildbereiche maximaler Breite (Bestimmung einer 
Koebeschen Konstanten). 


8 1. 
Problemstellung. 


Ich stelle mir das Problem, den folgenden Satz zu beweisen: 

Satz I. Unter allen schlichten einfach zusammenhingenden Bereichen, 
die den unendlich fernen Punkt im Inneren enthalten und die auseinander 
hervorgehen durch konforme Abbildung vermittclst Funktionen, deren Ent- 
wicklung bei 2 = co so beginnt: 


f(2)=2+a,+ 4, — +:> 


hat der Schlitebereich die maximale Breite. 

Unter der Breite eines Bereiches verstehe ich dabei die Maximal- 
distanz, die bei zweien seiner Randpunkte vorkommen kann. Unter einem 
Schlitzbereich verstehe ich einen Bereich, der begrenzt ist von einem end- 
lichen oder unendlichen Stiick einer Geraden. DaB sich jeder Bereich, der 
den unendlich fernen Punkt im Inneren enthialt, durch eine Funktion der 
angegebenen Art auf einen (endlichen) Schlitzbereich abbilden laBt, ist eine 
einfache Folge der Tatsache, daB man jeden Bereich durch eine derartige 
Funktion auf das Aufere eines Kreises abbilden kann. Die Linge des 
Schlitzes ist durch die iibrigen Eigenschaften der Abbildung véllig be- 
stimmt. Richtung und sonstige Lage des Schlitzes kann man frei bestimmen. 

Nach diesen Vorbemerkungen lat sich der Sinn unseres Satzes dahin 
begreifen, daB ein Schlitzbereich mit endlichem Schlitz durch eine jede 
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der angegebenen Funktionen auf einen Bereich geringerer Breite abgebildet 
wird, wofern wir wissen, daB der Bildbereich wieder schlicht ist. 

Unser Satz gehért einer Gruppe von Sitzen an, wie ich einen schon 
an anderer Stelle behandelt habe, nfimlich daB eine jede im Inneren eines 
Kreises regulire Funktion, die in seinem Mittelpunkt den Abbildungs- 
modul Eins hat, einen Bildbereich gréBeren Inhaltes liefert. Neu kommt 
hier die Bedingung der Schlichtheit der Abbildung hinzu. Ohne diese 
wire, wie einfache Beispiele zeigen, der Satz gar nicht richtig. 

Der obige Satz ist einer unter einer ganzen Gruppe analoger Satze. Statt 
einen schlichten Bildbereich méglichst groBer Breite kann ich auch einen 
Bildbereich médglichst kleiner Breite suchen. Dieser wird durch den Kreis 
geliefert, auf dessen AuBeres sich der gegebene Bereich abbilden laBt. 

Man kann analoge Fragen stellen fiir ganz im endlichen gelegene 
Bereiche. Jetzt kann man natiirlich nicht einen miglichst breiten Bildbe- 
reich verlangen, wohl aber einen méglichst schmalen. Ich werde zum 
SchluB dieser Abhandlung beweisen, daB jede schlichte Abbildung des 
Inneren eines Kreises, die in seinem Mittelpunkt den Abbildungsmodul Eins 
hat, einen Bildbereich gréBerer Breite liefert. 

Die beiden letztgenannten Sitze gelten fiir beliebige Abbildungen, 
nicht nur fiir schlichte. Der letzte Satz wurde von Hartogs, Landau und 
Toeplitz bewiesen in der Arbeit: Uber die gré8te Schwankung einer Potenz- 
reihe in einem Kreis (Archiv (3), 11). Ihre Beweismethode ist ohne weiteres 
auf den ersten der beiden letztgenannten Siitze tibertragbar. 

Zuerst soll uns nun das ersterwihnte Theorem niaher beschiiftigen. 


§ 2. 
Umformung des Problemes. 


Unser Problem lift sich noch in zwei anderen Formen aussprechen, 
die wir in diesem und dem folgenden Paragraphen entwickeln wollen. 
Die in diesem Paragraphen anzugebende werden wir dem Beweise des 
Theoremes zugrunde legen. 

Nehmen wir zuniichst einen Schlitzbereich mit endlichem Schlitz und 
denken uns in seiner Ebene einen weiteren Bereich B, der den unendlich 
fernen Punkt als inneren Punkt besitzt, dem aber die beiden duBersten 
Punkte des Schlitzes nicht angehdren sollen. Da dieser zweifellos eine 
gréBere Breite besitzt als der Schlitzbereich, so mu8 nach unserem Satz der 
Schlitzbereich, auf den er sich durch eine unserer Funktionen abbilden 
laBt, einen lingeren Schlitz besitzen. Denken wir uns beide Bereiche auf 
das Innere von Kreisen abgebildet durch Funktionen, die im Unendlich- 


fernen sich in der Form z + a, + I +--+ entwickeln lassen, so muB der 
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Bereich mit kiirzerem Schlitz den Kreis mit gréBerem Radius liefern. 
Denn durch eine Paralleiverschiebung liBt sich immer erreichen, daB die 
Schlitze beider Bereiche auf der reellen Achse liegen und zum Nullpunkt 
symmetrisch sind. Ist dann 27 die Liinge des Schlitzes, so erfolgt die 
Abbildung auf das Innere des Kreises |@|< »<1 durch die Funktion 


t= 5 o+ =: L ist dabei bestimmt durch die Gleichung : +v=l. Man 


sieht ohne weiteres, daB der Bereich mit kiirzerem Schlitz den gréBeren 
Radius liefert. Das ist auch schon aus dem Grunde einleuchtend, weil bei 
der angegebenen Lage der Schlitze der Bereich mit lingerem Schlitz ein 
Teilbereich des Bereiches mit dem kiirzeren Schlitz ist. 

Nun zur Neuformulierung unseres Problemes! Wir denken wieder an 
den oben erwihnten Schlitzbereich, in dessen Ebene wir noch einen zweiten 
Bereich B annehmen. Wir diirfen voraussetzen, daB der Schlitz wieder 
auf der reellen Achse liegt symmetrisch zum Nullpunkt. Wir wollen den 
Schlitzbereich, dessen Schlitz die Linge 2/ haben mége, durch die Funk- 
tion z= 5 @ + = (l= +=) auf das Innere des Kreises @ <v< 1 
abbilden. Was wird bei dieser Abbildung aus dem Bereiche B? Um das 
za erkennen, beachten wir, dab die angeschriebene Funktion die zwei- 
blittrige bei +/ und —/ verzweigte Riemannsche Flache iiber der z-Ebene 
umkehrbar eindeutig und winkeltreu auf die volle -Ebene abbildet. Uber- 
einanderliegende Punkte der Riemannschen Fliche gehen dabei in Punkte 
iiber, die durch die Transformation o’ = = auseinander hervorgehen. Da 
der Bereich B aber als Teilbereich der Riemannschen Fliiche aufgefabt 
werden kann, und da er als schlichter Bereich keine zwei tibereinander- 
liegenden Punkte der Riemannschen Fliche enthilt, so folgt, dab sein 
Bildbereich in der @-Ebene keine zwei Punkte enthalten kann, die durch 


. , ’ v* : + 
die Transformation @’— — auseinander hervorgehen. Umgekehrt leuchtet 


auch sofort ein, dab irgend ein derartiger Bereich der w-Ebene als durch 
die Funktion ¢ = s o + - vermitteltes Bild eines schlichten Bereiches 
der z-Ebene aufgefaBt werden kann, der den unendlich fernen Punkt ent- 
hilt, dessen Innerem aber die Schlitzenden nicht angehéren. Daher kénnen 
wir nun als Folgerung von Theorem I den folgenden Satz aussprechen: 

Satz Il. Falls ein von |\@|<1 verschiedener schlichter Bereich der 
o-Ebene den Punkt = 0 enthdlt, und falls ihm keine ewei Punkte ange- 
héren, die durch die Transformation o' == auseinander hervorgehen, so 
wird er durch eine Funktion y=@-+a,@*+--- auf einen Kreis mit y= 0 
als Mittelpunkt und einem Radius kleiner als Eins abgebildet. 

Wir diirfen uns bei der Formulierung des Satzes auf den Hinheits- 

11° 
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: oo i ee 
kreis und die Transformation o' = = beschriinken, weil die Falle anderer 


Radien sofort hieraus gefolgert werden kénnen. 

Der Inhalt dieses Theoremes II ist nun aber weiter véllig aiquivalent 
dem Theorem L Das will sagen, daB wir umgekehrt auch aus dem 
Theorem II das Theorem I folgern kénnen. Um das einzusehen, haben wir 
ja nur die Gedankenelemente, die uns vom Satz I zu Satz II fiihrten, um- 
gekehrt zu durchlaufen. Der Leser wird sich leicht selbst davon Rechen- 
schaft geben. 


" 


§ 0. 
Dritte Form des Theoremes (Koebes Verzerrungskonstante). 


Diese erhalten wir, wenn wir von der Kreisebene des Satzes II zu einem 
Jereic!) mit einem unendlichen Schlitz tibergehen, der sich etwa lings der 
positiven reellen Achse erstrecken mige. Die Abbildung mége erfolgen 
durch die Funktion y = + a,@*+---, so daB also der unendliche Schlitz- 
bereich der y-Ebene den Nullpunkt derselben enthalt und daB dieser bei 
der Abbildung aus dem Nullpunkt der w-Ebene hervorgeht. Die Funktion 


o 
1+ @)* 


die diese Abbildung leistet, ist: y = Der Schlitz des unendlichen 


Schlitzbereiches reicht dann von y = ; bis y=oo. Der Punkt a= 1 


des Einheitskreises ist es, der den Punkt y = ; des Schlitzes liefert: 
@ = — 1 liefert y= oo. In der Kreisebene liegt noch ein Bereich, der 
auch w = 0 enthalt, dem aber keine zwei Punkte angehéren, die durch 
die Transformation o = ~ auseinander hervorgehen. Aus diesem Bereiche 
wird bei der Abbildung wieder ein schlichter Bereich. Denn die Funktion 
hildet die ganze Kreisebene auf eine zweibliittrige bei ; und oo verzweigte 
Ebene ab and fiihrt dabei zwei durch o' = - auseinander hervorgehende 


Punkte der Kreisebene in zwei tibereinander liegende Punkte der Fliche 
iiber. Daraus folgt die Schlichtheit unseres Bildbereiches. Da unser Bereich 
der Kreisebene die Punkte o = +1 nicht im Inneren enthilt, weil er 
sonst auch zueinander reziproke Punkte enthielte, so enthilt sein Bild- 
bereich in der Schlitzebene die Schlitzenden auch nicht. Es ist ersichtlich, 
daB man jeden derartigen Bereich der Schlitzebene als Bild eines der Be- 
reiche aus Theorem II ansehen kann. 


Bilden wir nun aber diesen Bereich gleichfalls auf einen unendlichen 
Schlitzbereich ab durch eine Funktion y = + a,@*+---, so folgt aus 
Theorem II, daB® sein Schlitz niher am Nullpunkt beginnt. Denn wir 
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kénnen die Abbildung dadurch erhalten, daB wir den Kreis, auf den sich 
der Bereich abbilden laBt, und der einen Radius 9 kleiner als Eins besitzt, 


durch die Funktion y = Tap auf einen Schlitzbereich abbilden, dessen 
Schlitz bei ‘. beginnt. Damit haben wir 


Satz III. Der Rand eines jeden schlichten Bereiches, auf den sich der 
Einheitskreis |@ <1 durch eine Funktion y= @+a,0*°+--+ abbilden 


. : , 1 
lipt, ist wm mindestens — 


Oder anders ausgedriickt: 
Alle diese Bildbereiche des Einheitskreises enthalten einen Kreis 


von y = 0 entfernt. 


mindestens vom Radius + um den Nullpunkt in ihrem Inneren. Denn 
wenn ein endlicher Bereich um den Nullpunkt eine Randdistanz kleiner 
als j vom Nullpunkt hat, — wenn er also die Schlitzenden nicht ent- 


halt — so haben wir vorhin nach Satz Il erkannt, daB sein Bildkreis 
einen Radius kleiner als Eins hat. 

Gerade wie oben tiberzeugt man sich durch die umgekehrte Schlub- 
folge, daB Satz III véllig gleichbedeutend mit Satz II und I ist. 

Dieser Satz Il wurde von Herrn Koebe zuerst im Jahre 1907 aus- 
gesprochen. Er ist einer der Siitze, auf die er seinen genialen Uniformi- 
sierungsbeweis gestiitzt hat. Es ist aber Herrn Koebe nicht gelungen 
mehr von diesem Satz zu beweisen, als er fiir seine Zwecke bendtigt. 
Fiir seine Anwendungen kommt es nur darauf an zu wissen, dab es einen 
derartigen Kreis gibt, der allen Bildbereichen angehért. Wie groB sein 
Radius ist, kommt nicht in Betracht. Die Existenz des Kreises hat denn 
auch Herr Koebe bewiesen. Die genaue Bestimmung seines Radius hat 
er nicht gegeben. Das soll hier geschehen, indem wir das Theorem II 
beweisen. 

Im niichsten Paragraphen wollen wir zuniichst Theorem III im 
Koebeschen Umfang beweisen, weil wir weiterhin davon Gebrauch machen 
miissen. 


§ 4. 
Beweis eines Teiles von Satz III. 


Wir lehnen uns dabei an einen Koebeschen Beweisgedanken an, be- 
nutzen aber im Gegensatz zu ihm nur rein funktionentheoretische Mittel. 
Dadurch gewinnt der Beweis noch an Einfachheit. 

Sei etwa ¢=d der dem Nullpunkt zuniichst gelegene Randpunkt des 
Bereiches B. Dann denken wir uns die zweiblittrige Riemannsche Fliche 








‘a 
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der Funktion o =Vz—d konstruiert. Auf sie sei der Bereich gelegt. 
Diese Riemannsche Fliche wird durch die Funktion 


a Vz—d—iyd 
 We—d+iyad 
auf die schlichte ¢-Ebene abgebildet. Diese Funktion nimmt in den beiden 
Nullpunkten der Riemannschen Fliche die Werte Null und Unendlich an. 
Wir wollen das Vorzeichen der vorkommenden Quadratwurzel so wihlen, 
daB £ in dem Nullpunkt unseres auf die Fliche gelegten Bereiches B 
verschwindet. Und dann wollen wir uns aus dem anderen Blatt den Kreis 
vom Radius d um den Nullpunkt entfernt denken, wir erhalten so einen 
einfach zusammenhingenden Bereich, der den Bereich B enthalt, und der 
durch unsere Funktion auf einen ganz im endlichen gelegenen schlichten 
Bereich abgebildet wird. Der Abbildungsmodul unserer Funktion bei z =0 
hat den Wert 1. 

Der durch ihre Vermittlung erhaltene Bildbereich des Bereiches B 
liegt ganz im Inneren der Bildkurve des ausgeschnittenen Kreises |2| =| d). 


E d 


Wir finden so fiir alle Punkte £ des Bildbereiches £|< a t—*' aldi. 
é?—1 +i 
Dieser Ausdruck kann aber durch geniigend kleine Wahl von |d| beliebig 
klein gemacht werden. Er kann also namentlich kleiner als 1 werden. 
Dann wire aber der Einheitskreis durch eine Funktion, die in seinem 
Mittelpunkt den Abbildungsmodul Eins besitzt, auf einen Bereich abge- 
bildet, der ganz im Inneren des Einheitskreises Platz hat. Das ist aber 
z. B. nicht mit dem Satz vertriiglich, daB der Einheitskreis durch alle 
derartigen Funktionen auf einen Bereich von gréBerem Inhalt abgebildet 
wird.*) Es kann also |d| nicht unter jede Grenze heruntersinken. Wenn 
wir daher durch irgend eine unserer Funktionen den Einheitskreis auf 
einen schlichten Bereich abbilden, so gibt es einen von der Wahl der 
Funktion unabhingigen Kreis, der dem Jnneren aller Bildbereiche angehért. 
Aus den weiteren Betrachtungen dieser Arbeit wird sich ergeben, dab der 


r : ° ps 1. ‘ 
genaue Wert des Radius dieses Kreises | ist. Das will sagen; dem Inneren 


aller Bildbereiche gehért ein Kreis vom Radius ; an, und es gibt einen 
Bildbereich , dessen Innerem kein gréBerer Kreis angehért. Das ist der Be- 
reich, begrenzt durch einen unendlichen Schlitz, der lings der positiven 
reellen Achse von ; bis Unendlich reicht; dies ist zugleich der einzige 
solehe Bereich. 


*) Bieberbach, Zur Theorie und Praxis der konformen Abbildung, Rend. del 
Cire. math. di Palermo 38 (1914). 
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§ 5. 
&. 
q 


Die Funktion o = 2 (=—“ 

\za —1 

Beim Beweise des Theorems von § 2 wird die durch die in der Uber- 
schrift genannte Funktion bewirkte Abbildung eine wesentliche Rolle 
spielen. Wir wollen daher diese Funktion einer niheren Betrachtung 
unterziehen. In dieser Funktion bedeutet a eine reelle positive Zahl kleiner 
als Eins, p und q ganze positive teilerfremde Zahlen, fiir die folgende 


Ungleichungen erfiillt sein sollen O<a< ; <B<1. (2) ist tiberall 
vom Charakter einer ganzen rationalen Funktion auBer bei za und +; 


dort haben wir Verzweigungen der Ordnung g. Da die zwischen z und 
bestehende algebraische Gleichung vom Grade q in @ ist, so ist die Rie- 
mannsche Fliche der Funktion (2) qg-blittrig tiber der z-Ebene ausge- 
breitet mit g-blittrigen Verzweigungen bei a und .. Wir wollen ihre 
konforme Abbildung auf die iiber der m-Ebene ausgebreitete Riemannsche 
Fliche der Funktion z(@) studieren. Zu diesem Zweck suchen wir zu- 


niichst die Stellen der w-Ebene auf, iiber welchen Verzweigungspunkte 
der Riemannschen Fliiche liegen kénnen. Das sind auBer den eventuell 


1 \ . 4g da ‘ 
=a, —, OO entsprechenden Stellen die Stellen, an welchen q; Verschwin- 


det. Die Umgebungen der Punkte a und - gehen nun in die p-blattrigen 


Umgebungen der Punkte 0 und oo iiber. Bei z= oo wird @ von erster 
Ordnung unendlich, so daB also die schlichte Umgebung von g Punkten 
z= oo in die schlichte Umgebung von g Punkten = oo iibergeht. Es 


, , l , rs : 
bleiben also die Stellen oe = 0 zu untersuchen. Wir haben fiir sie 


. (¢—a) (azg—1) = 2(1 —a”*). 
Das ist eine quadratische Gleichung, deren beide Wurzeln in der Be- 
ziehung «, = = stehen. Nach dem Rolleschen Theorem erkennen wir so- 
fort, daB die kleinere der beiden Wurzeln zwischen Null und a liegt. Be- 
zeichnen wir diese mit «,, so ist also O0<a@,<a und : <%<oo. Diesem 


Paar zueinander reziproker z-Werte entsprechen q Paare zueinander rezi- 
proker @-Werte die aus einem derselben durch wiederholte Drehung um 


den Winkel — hervorgehen. Da die beiden Wurzeln einfache Wurzeln 
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der quadratischen Gleichung sind, so sind die entsprechenden Stellen der 
o-Ebene zweiblittrige Verzweigungsstellen. Wir werden gleich sehen, dab 
an jeder derselben immer zwei Blatter verzweigt sind, wihrend die tibrigen 
dort unverzweigt bleiben. Um die Abbildung niher zu studieren, zerlegen 


wir die qg-blittrige Fliche tiber der z-Ebene durch einen von a nach - 


geradlinig gefiihrten endlichen Schnitt in ihre q Blatter. In jedem dieser 
mit einem Schiitz versehenen z-Ebenen ist w(2) eine eindeutige Funktion. 
Wir bilden zunichst ein Blatt durch einen der Zweige ab. Die Abbildung 
der anderen Blatter erhalten wir dann durch wiederholte Drehung um den 


Winkel =P. Wir wollen den Zweig wihlen, der fir 0<z<a reelle 


positive Werte annimmt. Durch ibn wird dann der Schlitz in die beiden 
Null und Unendlich verbindenden Geraden iibergefiihrt, die unter den 


Winkeln = und — 7 gegen die positive reelle Achse geneigt sind. Die 
Punkte «, und : q, Sehen in die beiden positiven reellen Punkte A und z tiber. 


In diesen beiden Punkten ist der Bildbereich des Blattes der z-Ebene 
zweiblattrig verzweigt. Aus dem zur reellen Achse symmetrischen Zweieck 


mit dem Winkel <r erhalten wir ihn, wenn wir etwa lings der gerad- 


linigen Verbindung von A nach — ein volles Exemplar der w-Ebene ein- 


hiingen. Die volle Grenze des Bildbereiches unseres Blattes wird also von 
den erwihnten beiden geraden Linien gebildet. Die Bilder der anderen 
Blatter erhalten wir hieraus durch die schon oben angegebenen Drehungen. 
Wir kénnen also den Aufbau der Riemannschen Fliche iibersichtlich so 
beschreiben. Wir gehen von einer bei Null und unendlich p-bliattrig ver- 
zweigten sage tiber der w-Ebene aus. Wir zerlegen sie in qg Zweiecke 


des Winkels * 4 die von Geraden durch @ = begrenzt sind. An jedes 


dieser q soci hingen wir in zwei Verzweigungspunkten ein volles 
Exemplar der @-Ebene an. Die Lage der Verzweigungspunkte ist die 
folgende. Zwei derselben sind positiv reell, gehéren einem Zweieck an 
und sind zueinander reziprok, die den iibrigen Zweiecken angehérenden Ver- 
— gehen aus diesen durch wiederholte Drehung um den 


Ww inkel ? =~ hervor. 


Wir miissen nun noch einige Details herausarbeiten, die wir notwendig 
brauchen. Vor allem wollen wir uns iiberzeugen, dab die Lage des reellen 
positiven Verzweigurgspunktes A ganz willkiirlich ist. Wir wollen also 
nachweisen, daB wir 0<a@<1 immer so wiahlen kénnen, daB A als 
Verzweigungspunkt einen beliebig vorgegebenen Wert <A, (0 < A, < 1) 
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erhilt. Jedenfalls ist nimlich @, eine stetige Funktion von a im Intervalle 
0<a<l bei gegebenem + Daher ist auch 


PB 


a,—a\* 
Ama, (2 =) 
eine stetige Funktion von a im angegebenen Intervall. Denn es bleibt 
stets «, auf das Intervall 0 < a, <a beschriinkt. Zweifelhaft kann somit 
das Verhalten von A nur bei a=1 werden, falls da etwa auch «, = 1 
wird. Bei a=0O wird, wie wir der quadratischen Gleichung entnehmen, 
«, = 0. Daher haben wir A= 0. Bei a = 1 ist eine eingehendere Unter- 
suchung des Grenzwertes nétig. Denn fiir a=1 wird tatsiichlich nach 
der quadratischen Gleichung «,= 1, und daher A zuniichst unbestimmt. 
Wir werden aber sehen, daB A dem Grenzwert Eins zustrebt, wenn sich 
a unbegrenzt der Eins nahert. Es wird nimlich allgemein 


a*+1— 


“= ° 


(a*—1) y [a*+1—2 (a*—1)| —4a? 
. f 


eg els 


2a 


Daraus ergibt sich nach einfacher Umformung 
P 
a 
A=«, ee =< 
ay a—1i(a+1— P (a—1)) —a V a+1)(a—1 — ?(a+1)) {a+1— ? @—1)) 
q q q 





Va—1(a—1— 4 a+1)) — | (a+1)(a—1— —— 


Daher wird der Grenzwert von A fiir a= 1 tatsichlich Eins. Es mub 
daher bei passender Wahl von a der Verzweigungspunkt A einen belie- 
bigen Wert A, (0 << A, <1) annehmen kénnen. Ferner ist A eine stetige 


Funktion der beiden Variabeln a und - und es nahert sich A unbegrenzt 
der Null oder Eins, wenn a sich einem dieser beiden Werte unbegrenzt 
nahert. (Bei diesen Betrachtungen ist es zweckmiBig, sich ; durch eine 
Variable x ersetzt zu denken, die im Intervalle OC a<x<p<1 frei 


verinderlich ist.) Wenn wir nun A und £ auf einen Bereich 
O<m< AS M<1, 0<a<*<f<l 


beschranken, so gibt es also zwei Zahlen wu und v derart, dabO<u<a<v<l. 
Wir merken uns nun noch den Wert des Abbildungsmoduls unserer Funk- 
tion an der Stelle z=0 an. Wir finden 

p 


= qi 


z=0 


da 
dz 
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8 6. 
Abbildung der q-blittrigen Fliche auf die schlichte Ebene. 


Die im vorigen Paragraphen benutzte bei a und - verzweigte q-blitt- 


rige Riemannsche Fliche miissen wir uns nun noch auf die schlichte 
Ebene abbilden. Das ist natiirlich eine Aufgabe von selbstverstindlicher 
Einfachheit. Aber wir miissen uns doch ein paar Resultate zur weiteren 
Verwendung notieren. Wir wollen die Abbildung so einrichten, da der 
Nullpunkt irgend eines beliebig angenommenen Blattes der q-bliattrigen 
Riemannschen Fliche iiber der z-Ebene in den Nullpunkt der schlichten 
y-Ebene iibergeht. Bei passender Wahl der g*" Einheitswurzel « wird 
diese geleistet durch die Funktion 


6 Ts 

| gaG y+Va 

go ta V 
yVa+1 


’ 


. . . qs . . *)* 
die auf der rechten Seite vorkommende Ya ist dabei positiv reell zu 


nehmen, und die Funktion auf der linken Seite ist in gleicher Weise auf 
der Riemannschen Fliche zu erkliren, wie die in der Abbildungsfunktion 
des vorigen Paragraphen vorkommende gleichaussehende g* Wurzel, damit 
wir AnschluB an die dort geleistete Abbildung gewinnen. Hiernach ist 
klar, wie die Einheitzwurzel « zu wahlen. Wenn nimlich in dem Blatt, 
dessen Nullpunkt in den Nullpunkt der y-Ebene iibergehen soll, die linke 
Seite unserer Abbildungsgleichung den Wert « Va hat, so ist dies ¢ auf der 
rechten Seite zu verwenden. Dann entspricht nimlich diesem Punkt - =0 
der Pankt y= 0, wie wir es haben wollen. Daf im iibrigen diese Funk- 
tion die Fliche auf die schlichte y-Ebene abbildet, leuchtet so unmittelbar 
ein, daB wir uns dabei nicht weiter aufhalten miissen. Wir notieren uns 
nur noch den Abbildungsmodul der neuen Abbildung im Punkte y = 0. 
Wir finden 


2 

q-1 » 

Zz ; 1—a‘ 
— =q-a?t =? 

= d 1—a* 


Wenn wir nun die beiden Abbildungen die wir in diesen beiden Para- 


graphen studiert haben, zusammensetzen zu einer Abbildung der y-Ebene 
auf die p + q-blittrige Fliche iiber der m-Ebene, so ist zuniichst zu be- 
merken, daB wir die vorkommende Einheitswurzel nach den vorstehenden 
Darlegungen so wihlen kinnen, daB der Nullpunkt der y Ebene in den 
Nullpunkt eines beliebigen, der bei o = 0 unverzweigten Blatter der o- 
Flache iibergeht. 
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Wir erhalten bei der Zusammensetzung 


one (ate ) (y+ Va)! —alyVa+ 1) 
yVa+1 a(y+Va)'— (yWVa +1) 


Man erkennt ohne weiteres, daB zueinander reziproke y-Werte o-Werte 


liefern, die zueinander durch 
a’ = E2P - 
@ 
hervorgehen. Als Abbildungsmodul bei y = 0 finden wir 
do aad — 1—a? 
dy 9=0 ge 1— a’ 


§ 7. 
Abschitzung des Abbildungsmoduls. 


Um uns bequem eine Vorstellung von der GréBe des am Schlusse 
des vorigen Paragraphen angegebenen Abbildungsmoduls machen zu kénnen, 
zerlegen wir ihn zweckmiéBig in zwei Faktoren, diese sollen sein 


9 


p q-1 


1—a‘* 
a‘ und qa * 


1— a’ i 
Diesen letztgenannten wollen wir zunichst niiher ansehen. Wir setzen 
1 


darin zur Abkiirzung 4= a’. Dann wird er zu 
1—i4* 
1— a2 


qu-? 


Hierfiir kénnen wir schreiben 
qi!" 
1a ary... and 


Wenn wir nun den Zahler in den Nenner hinein dividieren, so erhalten wir 


NS (yv-%4_} 74, 
i ( # sg —i)+8 
4 x’ as 


“ate 


, 
to | 
i a 


Hierbei hat nun « den Wert Null oder Eins, je nachdem g gerade oder 
ungerade ist. Jeder der unter der Summe stehenden Summanden hat aber 
bei endlichem positivem von Null verschiedenen 4 einen Wert gréfer als 
zwei, so dab sowohl fiir gerades wie fiir ungerades q bei endlichen wesent- 
lich positivem 4 der Nenner gréfer ist als g. Daher ist in diesem Falle 











164 L. Bresersaca. 


unser ganzer Ausdruck kleiner als Eins und nur gleich Eins, wenn 4 = 1. 
Fir 4=0 entnimmt man der erst angegebenen Gestalt, daB unser Aus- 
druck verschwindet. Er ist also immer, d. h. fir alle g und fir alle 4, 


zwischen Null und Eins, héchstens gleich Eins. Daher ist unser Ab- 
p 
bildungsmodul immer kleiner als a’ |. Wenn aber nun a auf den Be- 


reich O< m<a<M< 1, und - auf den Bereich 0 <a < E <Bp< il 


beschriinkt bleiben, so liegt an und damit unser ganzer Abbildungsmodul 
zwischen zwei wesentlich positiven Grenzen, die beide kleiner als Eins sind; 
wir haben daher fiir alle q und alle in Betracht gezogenen a und 7 das 
Resultat: 


d @ 


0O<exs 


lA 


e< i. 
dy — 


Hier ist 


= me _ 
e =m, 6 = m*. 


§ 8. 
Vorbereitung zum Beweis von Theorem II von § 2. 


Um eine Unterbrechung der fortlaufenden Gedankenentwicklung in § 9 
zu vermeiden, wollen wir hier einen Teil der Beweisfiihrung vorwegnehmen. 
Auf der in § 5 studierten p+ q-bliittrigen Riemannschen Fliche miége ein 
schlichter Bereich B liegen, der den Nullpunkt des Blattes, in dem er sich 
befindet, enthilt und dem nicht zwei zueinander reziproke Punkte ange- 
héren sollen. Dann ist zuniichst nach der Struktur der Riemannschen 
Fliche sofort klar, daB mit diesem Bereich B auch jeder andere auf die 
Riemannsche Flaiche gelegt werden kann (Nullpunkt in einem passend 
gewihlten anderen Blait), der aus dem erwihnten durch eine Drehung 


um irgend ein Vielfaches des Winkels 2a 7 hervorgeht. Wir wollen in 


diesem Paragraphen einsehen, daB wir eine derartig passend gewihlte 
Drehung in Verbindung mit der in § 5 und 6 studierten Abbildung unserer 
Riemannschen Flache verwenden kénnen, um einen schlichten Bereich der 
Riemannschen Fliche, der keine reziproken Punkte enthilt, in einen eben- 
solchen schlichten Bereich der Bildebene der Riemannschen Fliche tiber- 
zufiihren. Zuniichst kénnen wir nach § 6 die Flache so abbilden, daB der 
Nullpunkt des Bereiches B in den Nullpunkt der y-Ebene tibergeht. Dann 
kann man aber wegen des Auftretens der Einheitswurzel « in der Schluf- 
formel auf Seite 163 im allgemeinen nicht schlieBen, daB der Bildbereich 
keine reziproken Punkte enthilt. Das wird nur dann der Fall sein, wenn 
der Nullpunkt des Bereiches B in dem Blatt liegt, das durch « = 1 





a 





a 


ihe \ mat 
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charakterisiert ist. Um diese Schwierigkeit zu tiberwinden, ziehen wir 
statt des gegebenen Bereiches B einen anderen C heran der aus ihm, wie 
angegeben, durch Drehung hervorgeht. Die Einheitswurzel, die wir nun 
in der Formel von § 6 verwenden miissen, um den Nullpunkt des ge- 
drehten Bereiches in den Nullpunkt der Bildebene tiberzufiihren, sei ¢ - % 
(jy =e"). Der gedrehte Bereich C enthialt nach seiner Entstehung keine 
zwei Punkte u,v die in der Beziehung vu = 7* zueinander stehen. Wie 
schon oben bemerkt, enthilt der Bildbereich keine zueinander reziproken 
Punkte, wenn C keine zwei Punkte enthilt, die in der Beziehung v-u =(ey)*? 
zaeinander stehen. Ich werde also diese Folgerung ziehen kinnen, sowie 
(en)*? = 77. Dies liefert aber die Bedingung 2p + 2u(p—1)=hgq. Dieser 
Bedingung kann ich aber durch ein passend zu wiihlendes w sicher ge- 
niigen, wenn p—1 und q teilerfremd sind, denn dann ist die Kongruenz 
p + 2(p—1)=0 (mod. q) lésbar. Im niichsten Paragraphen werden wir 
p und q unseren Zwecken gemiih wiihlen. Wir werden dann darauf achten 
miissen, daB p und gq nicht allein der schon weiter oben angegebenen Be- 


dingung O0<e«< : <f#<1 geniigen und zueinander teilerfremd sind, 


sondern daB auch noch py —1 und q keinen gemeinsamen Teiler besitzen. 


§ 9. 
Beweis des Theoremes Il von § 2. 


Nach diesen Vorbereitungen ist es ein leichtes, den Satz Il von § 2 
zu beweisen. Sei also in der w-Ebene ein einfach zusammenhiingender, 
vom Einheitskreis verschiedener Bereich gegeben, der den Punkt @ = 0 
enthilt, dem aber keine zwei Punkte angehéren, die durch die Trans- 


' . , 1 : - , 
formation @ = — auseinander hervorgehen. Wir wollen beweisen, daB er 


durch eine Funktion, die den Punkt a = 0 festli®t und dort einen Ab- 
bildungsmodul vom Werte Eins besitzt, auf einen Kreis von einem Radius 
kleiner als Eins abgebildet werden kann. Um das einzusehen, wollen wir 
ihn uns nicht in der schlichten w-Ebene gelegen denken, sondern auf einer 
passend gewihlten p + q-blittrigen Riemannschen Fliche, von der Art 
der in § 5 betrachteten. Um die zu wiihlende Riemannsche Fliche an- 
geben zu kénnen, wollen wir die Randpunkte des Bereiches betrachten. 
Wir nennen einen Randpunkt kurz einen rationalen Randpunkt, wenn in 
seinem Ausdruck g¢*'**, @ positiv reell und z rational ist. Wir betrachten 
nun insbesondere die rationalen Randpunkte des Bereiches, die im Inneren 
des Kinheitskreises liegen und deren absoluter Betrag kleiner ist als 
1 —, wobei wir mit 7 irgend eine positive Zahl bezeichnen, die wir aber 
fiir die nun folgende Betrachtung festhalten wollen. Wir wollen sie so 
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wihlen, daB es rationale Randpunkte der verlangten Art gibt. Das ist 
immer méglich, denn sonst giibe es im Inneren des Einheitskreises iiber- 
haupt keine rationalen Randpunkte. Daraus wiirde sich aber ergeben, dab 
der Bereich auBerhalb des Einheitskreises innere Punkte iiberhaupt nicht 
besitzen kénnte. Denn sonst miiBte er auBerhalb auch rationale innere 
Punkte besitzen. Da aber alle rationalen Punkte aus dem Inneren des 
Kinheitskreises dem Bereiche angehéren, so wiirde dies seiner Eigenschaft, 
keine reziproken Punkte zu enthalten, widersprechen. Dann wiire aber der 
Bereich einfach ein Teilbereich des Einheitskreises, und dann ist es evident, 
dab er sich auf einen Kreis von einem Radius kleiner als Eins abbilden 
laBt. Denn der Inhalt eines Kreises wird ja bei beliebigen Abbildungen, 
die in seinem Mittelpunkte einen Abbildungsmodul Eins haben vergréBert. 
Wir diirfen also ruhig annehmen, daB es rationale Randpunkte unseres Be- 
reiches im Inneren des Kinheitskreises gibt, deren absoluter Betrag kleiner ist 
als 1 — y. Unter diesen rationalen Randpunkten greifen wir irgend einen 


‘ in ; P a . . “4° 
heraus. Es sei ge “* z. B. d= 3". Nun wahlen wir eine positive ganze 
Zahl gq, so daB sie erstens ein Vielfaches der im Ausdruck des Randpunktes 
vorkommenden Zahl d ist, z. B. g = 3”, dab es zweitens eine dazu teiler- 


fremde positive ganze Zahl p gibt, so dab : der fiir die Exponenten der in 


§ 5 betrachteten Abbildungsfunktion geforderten Bedingung geniigt, d. h. daB 
O<a<*<6<!l 


ist und da® drittens auch p — 1 zu q teilerfremd ist. Auf die Riemann- 
sche Fliche dieser Funktion 
P 


s r4 “) 
= a7 ’ 


die wir in §5 tiber der @-Ebene konstruierten, wollen wir uns nun 
unseren Bereich B gelegen denken. Um niher angeben zu kénnen, wie 
er darauf liegen soll, also um angeben zu kénnen, in welchem Blatte der 
Riemannschen Flache der Bereich liegen soll und wie wir die in der Ab- 
bildungsfunktion vorkommende Konstante a wiihlen wollen, betrachten 
wir die Gesamtheit der rationalen Randpunkte, die sich mit dem ge- 


vin * 
wihlten qg in der Form ge “« schreiben lassen. Unter allen diesen Rand- 
punkten greifen wir den dem Punkte m = 0 zuniichst gelegenen heraus. 


Dieser sei A’= Ae *. Dann wihlen wir in der Funktion, die wir eben 
angaben, die noch unbestimmte Konstante a so, dab @ = A eine Verzwei- 
gungsstelle der Riemannschen Fliche wird. Nach den Betrachtungen von 
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§ 5 ist dies immer méglich. Die siimtlichen Verzweigungsstellen der Riemann- 
~ 
schen Fliche sind dann durch Ae“ und deren reziproke bei beliebiger 
Wahl der ganzen Zahl K gegeben. In einem bei o = 0 unverzweigten Blatt 
wird also namentlich die Stelle @ = A’ als Verzweigungspunkt auftreten. 
Uber ihr lag der Null am nichsten gelegene unserer rationalen Randpunkte. 
Nun wollen wir unseren Bereich so auf die Riemannsche Fiche legen, dab 
sein Nullpunkt in den Nullpunkt des eben erwihnten Blattes fillt. Ist dies 
auch méglich? Wir miissen also zusehen, ob dabei nicht etwa ein anderer 
Verzweigungspunkt der Fliche durch den Bereich tiberdeckt werden miifte. 
Das ist aber nicht der Fall. Denn zuniichst gehéren alle rationalen Punkte 
" 
oe *% jenes bei a = A’ verzweigten Blattes mit einem 9 < A dem Be- 
reiche an, da wir ja mit A den absoluten Betrag des Null am niichsten 
gelegenen derartigen Randpunktes bezeichneten. Daraus ergibt sich, dab, 
wenn wir unseren Bereich iiber die Riemannsche Fliche hin verfolgen, 
. 
er an keinen der Verzweigungspunkte Ae 4 herankommen kann, da 
sonst unser Bereich auf der Riemannschen Fiche iibereinander liegende 
Punkte besiiBe, was seiner Schlichtheit widerspriiche. Er kann aber auch 


P ; 1 %e—,, | ; 

iiber keine der Verzweigungsstellen 7, ¢ * hiniibergreifen, weil B sonst 

zueinander reziproke @-Werte iiberdecken miiBte, denn er iiberdeckt ja in 
r- 


dem Blatt, dem sein Nullpunkt angehért, alle Stellen Ae *. Nachdem 
wir so erkannt haben, daB wir unseren Bereich in der angegebenen Weise 
auf die p+ q-bliittrigé Riemannsche Flache iiber der w-Ebene legen kénnen, 
bilden wir ihn bzw. den unter § 8 passend gedrehten Bereich samt der 
ganzen Riemannschen Fliiche durch die angegebene Funktion auf eine 


bei g =a und z= _ Verzweigte Riemannsche Fliiche iiber der z-Ebene 


ab. Dabei geht er in einen Teilbereich dieser Fliche tiber. Sein Nullpunkt 
insbesondere wird auf den Nullpunkt eines der Bliitter dieser Flaiche 
abgebildet. Nun bilden wir diese Riemannsche Fliiche weiter auf eine 
schlichte y-Ebene ab durch die in § 6 betrachtete Funktion und wihlen 
die dort vorkommende g” Einheitswurzel ¢ so, daB der Nullpunkt un- 
seres Bildbereiches in den Nullpunkt der y-Ebene iibergeht. Damit haben 
wir unseren Bereich B auf einen schlichten Bereich der y-Ebene ab- 
gebildet. Er hat nun — das ist wesentlich — wieder die Eigenschaft, 
keine zwei zueinander reziproke Punkte zu enthalten. Denn wir sahen 
in § 8, daB zwei zueinander reziproke Punkte der y-Ebene zueinander 
reziproke @-Werte liefern. Wenn also unser Bereich in der y-Ebene 
reziproke Punkte enthielte, so miiBte auch unser Bereich B in der 
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@-Ebene reziproke Punkte bedecken. Mit dem so erhaltenen Bereich der 
y-Ebene kénnen wir wieder genau so wie oben verfahren. Wir suchen 
wieder nach rationalen Randpunkten im Inneren des Einheitskreises, deren 
absoluter Betrag kleiner ist als 1— 4 (dasselbe 4 wie oben). Wenn es 
solche gibt, dann verfahre man mit dem Bereich so wie oben; man bilde ihn 
aufs neue ab. Gibt es aber keine solchen rationalen Randpunkte, so haben 
wir durch unser Verfahren bewiesen, dab durch geniigend oftmalige (hier 
einmalige) Anwendung dieses Verfahrens der Bereich B so abgebildet wer- 
den kann, daB der gewonnene Bildbereich keine rationalen Randpunkte .oit 
einem absoluten Betrage kleiner als 1 — 4 mehr besitzt. Dab wir dies 
immer durch eine endlich vielmalige geniigend hiiufige Anwendung unseres 
Verfahrens erreichen kénnen, das allgemein einzusehen, ist das niichste 
Ziel meiner Ausfiihrungen. Zu dem Zweck betrachten wir die Abbildungs- 
moduln an der Stelle o =. Wir bemerken zuniichst, daB jedenfalls 
nach dem Ergebnis des Paragraphen 7 alle diese Abbildungsmoduln 
kleiner sind als Eins. Um daher von diesen Abbildungen zu anderen 
iiberzugehen, die bei o@ = 0 den Abbildungsmodul Eims haben, haben 
wir offenbar die erhaltenen Bildbereiche weiter iihnlich zu verkleinern, 
indem wir sie mit dem Abbildungsmodul multiplizieren. Die Randpunkte 
der so erhaltenen Bildbereiche kénnen aber nach § 4 nicht niher als eine 
gewisse Schranke an den Nullpunkt heranriicken. Also kénnen auch die 
Randpunkte der vor der ahnlichen Verkleinerung erhaltenen Bildbereiche 
erst recht nicht beliebig nahe an Null heranriicken. Sei die niichste Ent- 
fernung, die sie etwa erreichen kénnen, D, so liegen also die Verzweigungs- 
9 kK 
punkte Ae ‘aller unserer Riemannschen Flichen, die wir bei den suk- 
zessiven Abbildungen benutzen, zwischen den Schranken D < A <1 — 9. 
Daraus ergibt sich nach § 5, daB auch zwei derartige Schranken fir a 
existieren, so da fiir alle unsere Abbildungen 0O<m<a<M<l. 
Dann sind aber nach § 7 die Abbildungsmoduln aller unserer einzelnen 
Abbildungsfunktionen kleiner als M“. Wenn wir daher bei » aufeinander- 
folgenden unserer Abbildungsmoduln rationale Randpunkte mit einem ab- 
soluten Betrag kleiner als 1 — y zur Verfiigung haben, so ist der Be- 
reich B, von dem wir ausgingen, im ganzen auf einen neuen Bereich ab- 
gebildet durch eine Funktion, deren Abbildungsmodul kleiner wire als M"’. 
Gehen wir durch ihnliche Verkleinerung zu einem anderen Bildbereich 
iiber und zu einer anderen Abbildung, die bei a = 0 einen Abbildungs- 
modul vom Werte Eins hat, so muB der so erhaltene Bildbereich Rand- 
punkte haben, die naher als M"* an Null liegen. Da aber diese Ent- 
fernung nicht unter jede Grenze heruntersinken kann, so folgt, dab » nicht 
beliebig groB sein kann. Nach einer gewissen endlichen Zahl von Schritten 
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haben wir also keine rationalen Randpunkte mehr zur Verfiigung, deren 
absoluter Betrag kleiner ist als 1 — y. Das kénnen wir nun fir jedes be- 
liebige 7 so machen. Wir wollen nun noch iiber dies » so verfiigen, dab 
der Beweis unseres Satzes von § 2 in die Augen springt. Wenn nimlich 
der Bereich B irgend einen rationalen Randpunkt A besitzt im Inneren 
des Einheitskreises, so hat die zugehérige Abbildungsfunktion einen Ab- 
bildungsmodul von einem gewissen Werte b< 1. Wenden wir nun das 
Verfahren éfter an, so gehen alle so erhaltenen Bildbereiche aus B durch 
Funktionen hervor, die bei o =O einen Abbildungsmodul haben, kleiner als b. 

Wenn nun weiter ein Bereich, ohne zueinander reziproke innere 
Punkte, keine rationalen Randpunkte besitzt, deren absoluter Betrag kleiner 
ist als 1 — 7, so kann er tiberhaupt keine Punkte enthalten, deren Ab- 
stand vom Nullpunkt gréBer ist als = Denn dann enthielte er auch 
rationale Punkte dieser Art, also auch zueinander reziproke Punkte, denn 
die rationalen Punkte eines Abstandes kleiner als 1 — » gehéren ja dem 
Bereiche an. Also wenn ein Bereich unserer Art keine rationalen Rand- 
punkte besitzt, die naiher an Null liegen als 1— 7, so liegt er ganz 
im Inneren eines mit dem Radius | * um den Nullpunkt geschlagenen 
Kreises. 

Wihlen wir nun 7 so, dab b " ~~ <1,d.h. »<1—Db, so kénnen 


wir also durch eine Funktion, deren Abbildungsmodul kleiner ist als 5, 
unseren Bereich B auf einen anderen abbilden, der ganz im Inneren eines 


Kreises vom Radius ; ~ um den Nullpunkt liegt. Gehen wir aber durch 
ihnliche Verkleinerung zu einem anderen Bereich tiber, der aus B durch 
Abbildung mit Abbildungsmodu! Eins hervorgeht, so miissen wir ihn mit 
einer Zahl kleiner als b multiplizieren. Dann liegt aber der so erhaltene 


' : ; . . ' 1 
Bereich ganz im Inneren eines Kreises vom Radius b — <1, d. h. ganz 


im Inneren des Einheitskreises. Damit ist bewiesen, daB wir jeden vom 
Einheitskreis verschiedenen schlichten Bereich, der keine zwei zueinander 
reziproke Punkte enthilt, mit einer Funktion, die in seinem Nullpunkt 
einen Abbildungsmodul Eins hat und den Nullpunkt festli®t, auf einen 
ganz im Inneren des Einheitskreises gelegenen schlichten Bereich abbilden 
kénnen, also auch mit einer derartigen Funktion auf einen Kreis mit dem 
Nullpunkt als Mittelpunkt und einem Radius kleiner als Eins. Der Radius 
kann nach unseren Betrachtungen nur dann gleich Eins ausfallen, wenn 
schon der Bereich B, von dem wir ausgingen, mit dem Kinheitskreis 
identisch war. 


Wir haben damit in voll befriedigender Weise unser Problem gelést. 


Mathematische Annalen. LX XVII. 12 
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§ 10. 
Bestimmung der Konstanten in einem weiteren Theorem Koebes. 


Beim Beweis seines Hauptkreistheorems verwendet Koebe einen po- 
tentialtheoretischen Satz (ef. z. B. Math. Ann. 67, Seite 208), der sich in 
der Sprache der konformen Abbildung so aussprechen JiBt: 

Ein schlichter Bereich der z-Ebene enthalte den Punkt 2 =0 im In- 
neren. Sein Null am niichsten gelegener Randpunkt habe die Entfernung d 
von diesem. Der Bereich mige ganz dem Inneren des Einheitskreises ange- 
hiren. Der Bereich werde durch eine bei Null normierte Funktion auf das 
Innere eines Kreises |\@|<@ abgebildet. Dann liegt der Radius dieses 
Kreises unterhalb einer gewissen Grenze a, die nur erreicht wird bei Ab- 
bildung eines Bereiches, der aus dem Linheitskreis durch Weglassen eines 


Radienstiickes entsteht, das von einem Punkte der Entfernung d vom Null- 
4d 


(i+@* 
Den letzten Teil dieses Satzes hat Koebe nur vermutet, daB nimlich die 


Grenze gerade den angegebenen Wert hat und durch Abbildung des an- 
gegebenen Bereiches erreicht wird. Koebe hat vielmebr nur die Existenz 
einer solchen Konstanten bewiesen. 

DaB der angegebene ihr richtiger Wert ist, ergibt sich gleichfalls aus 
dem in dieser Arbeit bewiesenen Satz. Wir ziehen niimlich neben dem 
gegebenen Bereich noch den Schlitzbereich heran, der durch Aufschlitzen 
des Einheitskreises lings des Radienstiickes vom niichsten Randpunkt bis 
zur Peripherie entsteht. Es ist dabei offenbar keine Beschrinkung der 
Allgemeinheit, wenn wir annehmen, da$ dieser niichste Randpunkt z= d 
ist und auf der positiven reellen Achse liegt. Der erwihnte aufgeschlitzte 


Einheitskreis ¢ <1 wird dann durch die Funktion o = auf die 


punkt bis zur Peripherie reicht. Als Wert von « ergibt sich dann «= 


(1+ 2)? 
von ae bis co lings der positiven reellen Achse aufgeschlitzte o- 
Ebene abgebildet. Da nun hierbei die schlichte z-Ebene in eine zwei- 
blittrige Fliche tiber der w-Ebene tibergeht, und weil dabei zwei zueinan- 
der reziproke Punkte der z-Ebene in iibereinander liegende Punkte dieser 
Riemannschen Fliche iibergehen, so geht jedenfalls unser im Einheitskreis 
gelegener Bereich B wieder in einen schlichten Bereich B’ der w-Ebene 
iiber. Bilden wir diesen Schlitzbereich auf das Innere eines Kreises ab, 
durch eine bei Null normierte Funktion, so hat der Radius des Bild- 


kreises den Wert _** ,. Denn o=—** , _ 9 _ leistet die Abbildung 


(1+)? (1+)? (1+y)? 


auf den Kinheitskreis y <1. Da nun aber der Bereich B’ den Schlitz- 
anfang als Randpunkt hat und ganz im Endlichen liegt, so folgt nach 


= 
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dem Satz von § 2, dafB B’ durch eine bei Null normierte Funktion auf 
einen Kreis von kleinerem Radius abgebildet werden kann. Damit ist auch 
die zweite Koebesche Vermutung bewiesen. 

Der hier angefiihrte Satz laBt sich, wie ich einer Mitteilung des 
Herrn Polya verdanke, in folgender Weise auf Abbildungen des Kreises 
auf nicht schlichte Bereiche verallgemeinern. Ich betrachte die Gesamt- 
heit der mehrblattrigen einfach zusammenhiingenden Bereiche, die alle den 
Nullpunkt tiberdecken und die in einem ihrer Blatter eine schlichte Um- 
gebung des Nullpunktes enthalten. Sie sollen auBerdem alle dem Inneren 
eines Kreises vom Radius 1 um den Nullpunkt angehéren und alle einen 
Punkt d aus diesem Kreise 0< d < 1 untiberdeckt lassen. Wenn ich diese 
Bereiche durch bei dem angegebenen schlichten Nullpunkt normierte Funk- 
tionen auf das Innere von Kreisen z|' < R abbilde, so liegen, wie ich 
gleich mit Herrn Polya zeigen werde, die Radien aller dieser Kreise unter 
einer festen Grenze. Diese Grenze ist gegeben durch den Radius desjenigen 
Kreises, auf den sich das iiber dem Kreis vom Radius 1 liegende Stiick 
der Riemannschen Fliche von log (@—d) abbilden laéBt. Das sieht man 
sofort so ein: Wenn ich die normierte Funktion, welche die angegebene 
Logarithmusfliche auf einen Kreis abbildet, mit a —/(¢) bezeichne, so ist diese 
Funktion auch in jedem der anderen im Satze erwihnten Bereiche reguliir. 
Sie bildet daher jeden dieser Bereiche auf einen Bereich der z-Ebene ab. 
Diese Bereiche liegen nun alle tiber dem Inneren desjenigen Kreises aus- 
gebreitet, auf welchen unsere Funktion die Logarithmusfliche abbildet und 
sie tiberdecken in einem ihrer Blatter den Mittelpunkt dieses Kreises 
schlicht. Nach dem Schwarzschen Lemma ist nun ohne weiteres klar, dab 
diese Bereiche durch bei Null normierte Funktionen auf Kreise von noch 
kleinerem Radius abgebildet werden kénnen. Denn wenn ich die Umkehrung 
dieser Abbildungen betrachte, so hitte ich anderenfalls in ihnen Funk- 
tionen, die trotz ihrer Normierung im Mittelpunkt eines Kreises ihn doch 
auf einen ganz tiber seinem Inneren gelegenen Bereich abbildeten. Ich 
gebe mit Herrn Polya noch die expliziten Formeln. Man findet 


1—de 

. , ” " 2dlogd > 
und daher als Radius des im Satze erwihnten Kreises: 2} = rr" Hier- 
nach liegt es nun auf der Hand wie man weitere ihnlich lautende Sitze 
in Menge angeben kann, indem man sich etwa auf Bereiche von einer 
bestimmten Blitterzahl beschrinkt. Ahnliche Verallgemeinerungen lassen 
sich dann auch fiir den in § 3 formulierten Koebeschen Satz angeben. 


12° 
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Dabei wiirde etwa der Beweisgedanke von § 2 das Maximum fiir die 
Radien der Bildkreise aller der zweiblittrigen einfach zusammenhiingenden 
Bereiche liefern, deren niichster Randpunkt bei d liegt, und welche den 
Nullpunkt nur einblittrig bedecken. 


Kapitel II. 
Endlicher Bildbereich kleinster Breite. 


Wie schon im ersten Paragraphen des vorigen Kapitels angedeutet, 
wollen wir hier den folgenden Satz beweisen: 

Falls ein Kreis durch eine Funktion, welche seinen Mittelpunkt fest- 
lift und dort den Abbildungsmodul Eins hat, wieder auf einen endlichen 
schlichten Bereich abgebildet wird, so besitzt dieser eine grifere Breite als 
der Kreis. 

Den Beweis dieses Satzes stiitze ich auf den folgenden Satz der Ele- 
mentargeometrie, den ich an anderer Stelle*) beweisen werde: 

Unter allen schlichten einfach zusammenhiingenden Bereichen eines 
gegebenen Inhaltes besitzt der Kreis die kleinste Breite, oder was dasselbe 
ist, unter allen Bereichen einer gegebenen Breite besitzt der Kreis den 
gréBten Inhalt. 

Aus diesem Satz, der, wie ich glaube, besser als ein bekannter uralter 
Satz den Inhalt gewisser populirer Vorstellungen wiedergibt, kann der in 
Rede stehende Satz der konformen Abbildung gefolgert werden durch 
Heranziehung meines Satzes, wonach bei den angegebenen Abbildungen 
des Kreises immer Bildbereiche eines gréBeren Inhaltes erhalten werden. 
Diese miissen nun aber, wenn sie schlicht sind, auch eine gréBere Breite 
haben. Denn wenn sie eine kleinere Breite hitten, so kénnten wir durch 
ahnliche Verkleinerung einen Bereich erhalten, der den gleichen Inhalt 
besiibe wie der Kreis, aber eine kleinere Breite, was dem angefiihrten 
elémentargeometrischen Satz widerspriche. 


*) Jabresbericht d. D. M.-V. 1915 
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Su =e" und die automorphen Funktionen. 
Von 


LupwiG BieserBacu in Frankfurt am Main. 


Die Arbeit, die ich hier der Offentlichkeit tibergebe, habe ich gegen 
Mitte des Jahres 1912 abgefaBt. Bis auf kleine stilistische Anderungen 
hat sie ihre damalige Gestalt behalten. Ich habe lange geschwankt, sie 
iiberhaupt der Offentlichkeit zu tibergeben. Denn wenn sie den Zweck hat, 
den Beweis der Uniformisierungstheoreme auf dem zuerst durch Schwarz 
in einer Géttinger Preisaufgabe*) bezeichneten Wege durch Integration der 
Differentialgleichung Au—e* zu erbringen, so ist ihr Wert heutigen Tages 
zum mindesten fraglich. Seit den beriihmten Arbeiten Koebes besitzt man 
fiir diese Sitze viel weitertragende Beweise, als sie auf diesem Wege er- 
bracht werden kénnen. Ganz abgesehen davon, daB der hier eingeschlagene 
Weg auf algebraische Riemannsche Fliichen beschrinkt bleibt, waren die 
Koebeschen Methoden bei noch viel allgemeineren Uniformisierungspro- 
blemen zugkraftig als nur den hier behandelten. Trotzdem diirfte es auch 
heute noch ein etwas mehr als blof historisches Interesse bieten, den Weg 
zu Ende zu gehen, den auf die oben erwaihnute Anregung hin Picard**) 
und Poincaré***) nacheinander einschlugen. Denn einmal konnten diese 
Forscher nur in gewissen Fallen den verlangten Nachweis erbringen, nim- 
lich in den Grenzkreisfiallen, wihrend der Hauptkreisfall beiden unangreif- 
bar schien. Denn wahrend es sich in den ersteren Fallen darum handelte, 
Lésungen der Differentialgleichung mit gegebenen punktweisen Unstetig- 
keiten zu finden, handelt es sich in dem zweiten noch unerledigten Falle 
darum, Liésungen zu finden, die lings ganzen Kurven in gegebener Weise 
unendlich werden. Aber auch dieser Fall liBt sich ebenso leicht wie die 
iibrigen erledigen. Meine vorliufigen Angaben hierfiir}) will ich jetzt 

*) Gdtt. Nachr. 1889. 

**) Journal de Liouville 1890, 1893, 1898. Crelles Journal 1905. 

**) Journal de Liouville 1898. 

+) Gott. Nachr. 1912, S. 599. 
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ausfihrlicher darstellen. Da sich mir gleichzeitig eine Vereinfachung in 
den Fallen von Picard und Poincaré ergab, ziehe ich auch diese Fille in 
meine Darstellung mit ein. Zuniichst stelle ich die gesuchte Liésung dar 
als Summe zweier Funktionen, von denen die erste bekannt ist und die 
gegebenen Singularititen besitzt, die zweite dagegen regular ist und als 
Lésung einer Differentialgleichung gesucht ist: Au =—ae*—£, deren 
Koeffizienten an gegebenen Stellen in gegebener Weise unendlich werden, 


doch so, daB a, 6 positiv sind und daB der Quotient 3 zwischen zwei 


festen von Null und unendlich verschiedenen positiven Grenzen liegt, die 
von der betrachteten Stelle der Riemannschen Flaiche unabhiingig sind.*) 
Dieser Ansatz ist dem von Poincaré iihnlich, geht aber in sehr zugkriif- 
tiger Weise iiber denselben hinaus. Alsdann gebe ich eine Lésung der 
ersten Randwertaufgabe unserer Differentialgleichung fiir beliebige Be- 
reiche, in welchen die Koeffizienten endlich sind, durch Verwendung einer 
Methode der sukzessiven Approximationen. Sie unterscheidet sich von der 
von Picard 1890 verwendeten dadurch, daB ihre Verwendung nicht durch 
die Kleinheit des Integrationsbereiches bedingt ist, sondern allgemein gilt, 
fiir beliebige Bereiche und beliebige Differentialgleichungen der folgen- 
den Art: 


Au=F(u,z,y), F(u,z,y)>0, F(u,) > F(u,), wenn u, > ty. 
Alsdann gehe ich zu einem Bereiche iiber, der die gegebenen Singulari- 
tiiten enthilt, und zeige, daB es nur eine Lisung der Gleichung gibt, die 
in diesem Bereiche iiberall frei ist von Singularitiiten. Es hingt dies alles 
eng mit einem analogen Ergebnis bei der linearen Differentialgleichung 
Au = pu zusammen; wenn hier der Integrationsbereich geschlossen ist, 
oder aber p an seinem Rande stark genug unendlich wird, dann ist u = 0 
die einzige im Innern und am Rande endliche Lésung dieser Gleichung. 


§ 1. 
Aufstellung der Differentialgleichung Au = e“. 


Wir bezeichnen mit z= x + iy die laufende Variable einer algebrai- 
schen Riemannschen Fliche f(z, 2’) = 0 und es sei ¢(2) = § + iy eine uni- 
formisierende Variable der Fliche vom Grenzkreis- oder Hauptkreistypus. 
Es mége also die Funktion £(z) eine einunendlichdeutige konforme Ab- 
bildung der Riemannschen Fliche vermitteln, im Grenzkreisfalle auf das 
einfach bedeckte Innere des Einheitskreises, im Hauptkreisfalle auf die 
einfach bedeckte Vollebene mit Ausschlu8 unendlich vieler Punkte, die 


*) Von diesem Ansatz machi neuerdings auch Herr Lichtenstein Gebrauch. 
C. R. 1913 (Dezember). 
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alle auf dem Einheitskreise liegen. Den iibrigen Punkten des Einheits- 
kreises entsprechen bei dieser Abbildung gewisse Linienstiicke der Rie- 
mannschen Fliche, und es ist bekannt, dab dieselbe zu diesen symmetrisch 
ist. Wir nehmen die Fliche orthosymmetrisch an, d. h. sie mége durch 
diese Symmetrielinien in zwei symmetrische Hilften zerlegt werden, so dab 
es sich also im Hauptkreisfalle um die konforme Abbildung eines beran 
deten Flichenstickes — der einen Flichenhilfte — auf das Innere des 
Einheitskreises handelt. 

Die Abbildungsfunktion muB nicht notwendig die schlichte Umgebung 
eines Flichenpunktes auf die schlichte Umgebung eines entsprechenden 
Punktes im Einheitskreis abbilden. Man kann vielmehr bekanntlich noch 
an beliebig vielen Punkten der Abbildungsfunktion vorschreiben, daB sie 
daselbst eine Verzweigung einer gegebenen endlichen oder unendlichen 
Ordnung hat. Bei Verzweigung endlicher (m‘*") Ordnung wird dann eine 
m-blittrige Umgebung des betreffenden Punktes der Riemannschen Fliche 
auf die schlichte Umgebung eines Punktes im Innern des Einkeitskreises 
abgebildet, bei Verzweigungen unendlicher Ordnung dagegen entsprechen 
dem Verzweigungspunkt Punkte auf der Peripherie des Einheitskreises. 

Um nun auf Au = e* zu kommen, denken wir uns im Einheitskreis 
eine hyperbolische MaBbestimmung eingefiihrt, d. h. wir nennen Linien- 


element do den Differentialausdruck: 


1é*+ dr? o s 
re ‘,; unter der Lange einer 


—y 
. > 
Kurve verstehen wir somit den Wert des Integrales | ao = yet ts 
e e 
erstreckt liings dieser Kurve. Jede Kurve also, die von einem inneren 
Punkte des Einheitskreises bis zu einem Punkte seiner Peripherie ver- 
liuft, hat eine unendliche Liinge. Auf der Riemannschen Fliche dagegen 
betrachten wir das gewéhnliche Linienelement ds*=dz*+ dy*. Alsdann 
richten wir unser Augenmerk auf den hyperbolischen Abbildungsmodul 


de®  d§*+ dn? 1 
ds* dx*+dy? (1—§*?— 7°)" 


Dies ist also weiter nichts als der gewéhnliche Abbildungsmodul noch 


multipliziert mit dem Faktor , «s, der vorhin schon einmal auf- 


1 
1— §*— 7 
re lo* " , , 
trat. Wir setzen nun ¢ = Tt Wenn € als Funktion von z bekannt ist, 
ist dies also eine bekannte reelle positive Funktion von 2, y. Wir finden 


d§*+ d7* S ( 2 {2 
u = log (sara) — 2 log (1 — §?— 7). 


Nun bilden wir Au. Das geht am bequemsten, wenn wir neben € noch 
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die konjugiert imaginiire GréBe £, neben z noch 7 betrachten, und be- 
achten, dab 
de® at dt 1 
da de ae ee 
. - atu o*u ’ ou 
Und fir Au = —, + kann man schreiben 4-—-—- Da nun aber € 
77 oy? 020% 


xz 
nur von z und §€ nur von 7 abhiingt, so wird fiir 


u = log (“) + log ($5) — 2 log (1 — ££): 


i . 1 oder Au =8e, 
020% dz dz (1 — gf)’ 
d. h. der Logarithmus des achtfachen hyperbolischen Abbildungsmoduls ge- 
niigt der Differentialgleichung Au = é. 

Unsere weitere Aufgabe wird es nun sein, dies « und damit den 
hyperbolischen Abbildungsmodul durch Integration dieser Differentialglei- } 
chung zu finden. Dazu werden wir uns zuniichst nach Eigenschaften dieser 
Funktion u umsehen miissen, durch die wir sie als Integral der Differential- 
gleichung festlegen kénnen. Weiter miissen wir uns fragen, ob wir aus 
diesem « dann €(z) gewinnen kinnen, und ob dieses dann auch die ge- 
wiinschten Abbildungseigenschaften hat. 

Wenn wir diese beiden letzten Punkte in befriedigender Weise er- 
ledigen kénnen, so ist dann also das Problem der Uniformisierung zuriick- 
gefiihrt auf die Frage nach der Existenz eines Integrales der Differential- 
gleichung Au = e* mit bestimmten, gleich niiher zu bezeichnenden Eigen- 
schaften. 

Nun miissen wir noch ein Wort dariiber sagen, warum wir das 
Problem gerade in dieser Form formuliert haben, warum wir gerade auf 
die Differentialgleichung Au = e* gekommen sind. Wenn wir schon einmal 
mit Abbildungsmoduln operieren wollten, so hiitte es doch viel niiher ge- 
legen, den gewdhnlichen zu verwenden, wozu erst den hyperbolischen ein- 
fiihren? Dann hiitte sein Logarithmus der Differentialgleichung Au = 0 
geniigt und wir hitten mit Leichtigkeit von da zur Abbildungsfunktion 
gelangen kénnen. Aber da kommt nun die Schwierigkeit. Wie hiitten wir 
dieses u als Integral von Au = 0 festlegen wollen? Es wire doch jetzt 
u = log st 7 | bei geschlossenen Wegen auf der Riemannschen Fliche 





erfihrt €(2) gewisse lineare Substitutionen, die den Einheitskreis fest- 
af +6 


lassen: Ete 


So erfaihrt also u den Zuwachs: log cEER os log 55" 
7 


u ist also ebensowenig wie € eine eindeutige Funktion; es erfihrt Zu- 
wiichse, die — und damit wird der Ansatz aussichtslos — wir ihrem 
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Wert nach gar nicht kennen. Denn die linearen Substitutionen, von denen 
die Rede war, kennen wir eben — im allgemeinen — erst, wenn wir £ 
bereits bestimmt haben. Darum kam Schwarz auf die Idee, den hyper- 
bolischen Abbildungsmodul zu verwenden. Denn der ist eine eindeutige 


Funktion auf der Fliiche. Nun ist ja ¢* = sé a 


1 
=. —, und wenn ¢ 
Zz dz (1—¢¢)’ > 





: ae i - aT 1 1 
os Substitutionen ete erfihrt, dann erhilt nit den Faktor we bar? 
dg “ 1 . ~ " 1 
—— den Faktor =,, endlich (1 — €£)* den Faktor woe; =AG 
(7£+8) C=60 (v6 + 8)"(FE+ 4) 


und e* bleibt somit ungeindert. Wir haben also ein eindeutiges Integral 
unserer Differentialgleichung zu suchen, und wollen nun zuniichst die 
charakteristischen Eigenschaften angeben, durch die es als solches be- 
stimmt ist. 


§ 2. 
Die charakteristischen Eigenschaften der Funktion u. 


Wie bei Au =O und nach dem ganzen Charakter unseres Problems 
als Abbildungsaufgabe werden wir erwarten diirfen, daB unser u durch 
seine Grenz- und Unstetigkeitseigenschaften festgelegt sein wird. Bereich- 
grenzen treten tiberhaupt nur beim Hauptkreisproblem auf. Uberall da, 
wo bei der Abbildung die schlichte endliche Umgebung eines Punktes der 
Riemannschen Fliiche in die schlichte Umgebung eines Punktes im Jnnern 
des Einheitskreises tibergeht, ist (2) samt seinen Ableitungen eine reguliir 
analytische Funktion von einem absoluten Betrag kleiner als 1 und einer 
nicht verschwindenden Ableitung. Man iibersieht sofort, daB an allen diesen 
Stellen u = log se + log ss — 2log(1—££) eine samt seinen simtlichen 
Ableitungen stetige Funktion ist. Solcher Art sind aber alle Stellen der 
Riemannschen Fliche mit Ausnahme der folgenden vier Sorten: 1. Ver- 
zweigungspunkte der Fliche und Verzweigungspunkte von ¢ relativ zur 
Fliche von endlicher Ordnung, 2. Verzweigungspunkte von € relativ zur 
Fliche von unendlicher Ordnung, 3. die unendlich fernen Punkte der 
Fliche, 4. die Symmetrielinien, die in die Peripherie des Einheitskreises 
tibergehen. 

Wir miissen nun zunichst das Verhalten von u an diesen Stellen 
untersuchen. Um uns dabei keine unnétigen Erschwerungen aufzuerlegen, 
wollen wir ein paar vereinfachende Annahmen einfiihren, die aber, wie 
man gleich sehen wird, keine Beschrankung der Allgemeinheit bedeuten. 
Wir kénnen sie alle dahin zusammenfassen, dab kein Punkt der Riemann- 
schen Fliche unter zwei der vier Nummern zugleich fallen soll. Das be- 
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deutet also insbesondere, dab kein Verzweigungspunkt von £ mit einem 
Verzweigungspunkt der Fliche zusammenfallen soll, dab kein solcher Ver- 
zweigungspunkt ins Unendliche fallen soll und daB unsere Symmetrielinien 
ganz im Endlichen verlaufen und durch keinen Verzweigungspunkt hin- 
durchgehen. Durch birationale Transformationen der Riemannschen Fliche 
kann man es immer so einrichten, daB alle diese Bedingungen erfiillt 
sind. (Verzweigungspunkte von € relativ zur Fiche kénnen tiberhaupt nicht 
auf den Symmetrielinien liegen, da bei der Abbildung durch € die Sym- 
metrielinien in die Peripherie des Einheitskreises tibergehen, die Abbildung 
also lings den Symmetrielinien eigentlich konform ist.) 

Nach diesen Bemerkungen gehen wir dazu fiber, die Eigenschaften 
von « an den aufgezihlten vier Punktsorten der Riemannschen Fiche 
festzustellen.*) 

1. Verzweigungspunkte m*” Ordnung von € oder der Fliche. Wenn einer 
solchen (im Endlichen gelegenen) Stelle ein z =a entspricht, so laBt sich § 
daselbst in eine nach ganzen positiven Potenzen von ‘/z—a fortschrei- 
tende Reihe entwickeln. Es ist also 


f=—a,+ «, Vz—a + a,(VYze—a)+---, 


1 2 
dg 1 1 a 


—1 
= —a,(z—a)™ +—(¢—a)™" +::>, 


dz m m * 


dé @& , -1  & 


A ws Fi 7 \ m ~~ 
dz "> \¥—@)" + m ¥ —4@) Pen 
log 4 = . - 1) log (eg —a) + endliche Funktion, 


log 4 = (- — 1) log (7 — a) + endliche Funktion. 
Dabei bedeutet der Zusatz + endliche Funktion eine an der Stelle z= a 
endliche Funktion (deren Ableitungen aber daselbst sehr wohl selbst noch 
unendlich werden kénnen), 1— ££ bleibt endlich, da solehe Verzweigungs- 
stellen endlicher Ordnung auf Punkte im Innern des Einheitskreises ab- 
gebildet werden. Wir finden daher 


ai 


m . . 
u = 2-—— log |s—a| + endliche Funktion. 
" . 


2. Verzweigungspunkte der Funktion §(2) von unendlicher Ordnung. 
Wir bezeichnen mit «(aa=1) einen Bildpunkt dieser Verzweigungsstelle 
z=—a und mit $(z—a) eine nach ganzen positiven Potenzen von 2 —a 


*) Zu den drei ersten vgl. Poincaré, Journal de Liouville 1898. 
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fortschreitende Reihe. Dann gilt fiir ¢(¢) eine Entwicklung der folgenden 
Gestalt: 


= blog(z—a) + B(z—a). 


f— 
Also wird: 
d , b ts 
e ae (¢—a)*{ +8 (e—a)}, 
€__¢-a(b,+ 90-2), 
log (35) = — log (z—a) + 2log(—«) + endliche Funktion, 
log (55) = — log (7 —d) + 2log(—@) + endliche Funktion, 
u=— 2log|z—a|+2 log °— = © + endliche Funktion. 
Fiir 1 — €€ kénnen wir schreiben (cf. Poincaré a. a. O. 8.146) «a — £6. Dann 
wird 
“u— te a rr 
= . as 
(¢—ag—a s—« i 


Und hierfiir finden wir wegen der obigen Entwicklung fiir = 


«b log (¢—a) + ab log (Z —@) + endliche Funktion. 
Nun ist aber das Produkt «ab reell. Denn wenn g einen Umlauf um a 
macht, erfaihrt € die Substitution Pam = 2bai+ = und diese muB den 
Einheitskreis festlassen. Fiihrt man — = # als neue Variable ein, so 
wird aus dem Kinheitskreis eine Gerade, die den Winkel ; - ~— mit der 
reellen Achse bildet und diese muB die Substitution # = 2bai + @ in sich 
iiberfiihren. Also muB das Argument der komplexen Zahl bi gleich diesem 


Winkel sein. Also ist das Argument von «bi gerade — und also ab reell. 
Deshalb finden wir: , 
u = — 2 log|z—a| — 2 loglog|z—a + endliche Funktion. 
3. Die unendlich fernen Punkte der Fliche. Daselbst gilt fiir €(2) eine 
Entwicklung der folgenden Gestalt: 


‘ a a, 
S(2) = a+ a «* 
_ ~ 
Also wird: 
dg a. i 2a, a 
dz z? 2° ? 
dt %, 2a, 
eo ee oe 











180 L.. Bresersacu. 
lo a log z + endliche Funktion 
g dz = g i] 


log 4 = — 2 log#Z + endliche Funktion 
und wir finden: 
u = — 4 log|z| + endliche Funktion. 

4. Wir haben endlich das Verhalten von u bei Anndherung an einen 
unserer Linienziige zu betrachten, die in die Peripherie des Einheitskreises 
iibergehen -sollen, bei Abbildung durch £ Dieselben bestehen aus einer 
oder mehreren geschlossenen analytischen singularititenfreien Kurven. Wir 
greifen eine dieser geschlossenen Kurven heraus und fiihren eine Kurven- 
schar r= const. ein. Hierbei soll r= 1 die herausgegriffene Symmetrielinie 
sein; die ibrigen Kurven der Schar sollen auch singularitiitenfreie Kurven 
sein, die sich glatt nebeneinander lagern. Wir ziehen auBerdem die zu dieser 
orthogonale Kurvenschar heran: g = const. Diese Parameter sollen so ge- 
wahlt sein, daB die Zuordnung zwischen Kurven und Parameter eine. um- 
kehrbar eindeutige ist, und daB r lings einer Kurve g = const. und 
lings einer Kurve r = const. eine stetige Funktion der Bogenliinge mit 
nichtverschwindender endlicher stetiger Ableitung ist, und dab die Funk- 
d(r, 9) 
d (a, y) 
Ableitungen von r und nach gz und y sollen endlich sein und r < 1. 
Wir erhalten so ein sich an unsere Symmetrielinie anschlieBendes Flaichen- 
band auf unserer Riemannschen Fliche. Jedem seiner Punkte gehért ge- 
nau ein Wertepaar (r, pm) an. Diese Ortsfunktionen r,qm auf der Riemann- 
schen Fliche mégen eine umkehrbar eindeutige stetige Abbildung des 
Flachenstiickes auf einen an den Einheitskreis mit den Polarkoordinaten 
r,g nach seinem Inneren zu sich anschlieSenden konzentrischen Kreisring 
vermitteln derart, daB® unserer herausgegriffenen Symmetrielinie die 
Peripherie des Einheitskreises entspricht. Nun benutzen wir diese Kon- 
struktion, die uns spiiter bei der Integration unserer Differentialgleichung 
wieder begegnen wird, um das Verhalten von u bei Anniherung an die 
Symmetrielinie festzustellen. Die Abbildungsfunktion (2) verhalt sich in 
den Punkten der Symmetrielinie durchaus regulir und besitzt dort eine 
nichtverschwindende endliche Ableitung. Daher kann das Unendlichwerden 


von « nur von dem Bestandteil — 2 log (1 — £¢) herrithren. Um sein Ver- 


halten festzustellen, betrachten wir den Ausdruck log (4a8 ). Wir 
kénnen dafiir schreiben 


tionaldeterminante endlich und yon Null verschieden ist. Die ersten 


log (4 4") = log (4—"£') + endliche Funktion. 


Wir beschrinken uns weiter auf eine hinreichend kleine Umgebung des 
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herausgegriffenen Bogens unserer Symmetrielinie, so daB dort Ge und Fe 


dem Betrage nach unterhalb einer festen endlichen Grenze liegen und 
stetig sind. Mit Riicksicht auf die vorausgesetzte Regularitaét der Ab- 
bildung ist dies immer erreichbar. Nun nehmen wir eine unserer Kurven 
@ = const. und fiihren ihre Bogenliinge » (Nullpunkt auf der Symmetrie- 
linie) als Parameter ein. Dann liefert uns der Mittelwertsatz der Differen- 
tialrechnung 


* 

1—|¢ _ On (n") 
i—r adr 

pani 

an” 


Dabei bedeutet n* einen passenden Wert zwischen Null und x. Nach 


: lf! , , , 
unseren Festsetzungen ist ‘oy (n*) endlich und von Null verschieden, 
or + a, 
ebenso auch = (n*). 
on ; 
Denn einmal sollte ja r eine stetige Funktion von » sein lings 
gy = const. und dort eine endliche nichtverschwindende stetige Ableitung 


haben. Ferner aber haben wir lings @ = const.: 


O\f|  a\f| dr 


on er dn 


, : dr . . ‘ . ‘ 
Hier ist aber os endlich und von Null verschieden, wie wir eben schon 
. C\c\ . . : » 
sahen und es ist Oe jedenfalls endlich, wie oben schon erwahnt, aber auch 


7 ° , ma . ae ee 
von Null verschieden. Denn es ist lings der Symmetrielinie A = 0 und 
daher 


0\f alg| ar 
02 Or 08 
Wegen | €|*=€€ aber haben wir weiter 
ae] as 3 og 
aoe 2 Viz dz’ 


und dies ist nach unseren Annahmen tiber £(z) endlich und von Null 
verschieden. Ferner ist 


r Or 1 Or 1 
2” @ "aT Dy 3 


von Null verschieden und endlich, weil oo Fs endlich sind und nicht beide 
d(r, @) 


verschwinden kénnen, wegen : 
d(x, y) 


+0. Daher folgt aus 


alg G\z\ or 


Cz or az’ 
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*! 
> 


daB auf der Symmetrielinie auch a ae 


und daher auch ‘= endlich und von 


1 —|é| 
- 


Null verschieden ist. Also wird log ( on 


)- endliche Funktion und 


daraus finden wir 


u = — 2 log (1—r*) + endliche Funktion 
oder 


u = — 2 log nm + endliche Funktion. 


Wir wollen diesen Sachverhalt kurz so aussprechen: Bei Anniherung 
an eine Symmetriclinie wird u wie der negative doppelte Logarithmus der 
Normalen unendlich. 
Aufgabe dieser Arbeit ist es nun ein Integral der Differentialgleichung 
Au = 8e* zu finden, das an den angegebenen Stellen das eben dargelegte 
Verhalten zeigt und das an allen iibrigen Stellen nebst seinen simtlichen | 
Ableitungen endlich und stetig ist. Bevor wir dazu iibergehen, wollen 
wir erst noch zeigen, wie man aus dem so zu findenden u eine Abbildungs- 
funktion €(z) mit allen gewiinschten Eigenschaften gewinnen kann. Wir 
kniipfen dazu an einen Gedanken von Poincaré an. 


§ 3. 
Gewinnung von ¢(z) aus w. 


Da {¢(z) bei Umliaufen von z auf der Riemannschen Fliche lineare 
Substitutionen erleidet, so erfahren bei diesen Umliufen bekanntlich die 


Ausdriicke y, = V ie > ve =- os lineare homogene Substitutionen der 
dz Vii 

Determinante 1. Sie geniigen einer linearen Differentialgleichung der 

Gestalt oY =¥y- (2), wobei o(z) eine rationale Funktion der Fliache be- 

deutet. Fiir den hyperbolischen Abbildungsmodul findet man sofort den 


“ 


Ausdruck e * — y,9,— y,9,- Hiernach finden wir durch Differenzieren: 


ate ) aw d*y, _ -3 
oa at — ge a ve 
Hieraus kénnen wir fiir m(z) die Darstellung 


” a) ale *) 


9(2) oz? 


entnehmen. 
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Kann man diesen Weg nun riickwiirts gehen? d. h. es ist ein Integral 


al *) 


von Au=8e" gegeben; wir bilden e* aa? und setzen die Dif- 


2 
ferentialgleichung oy =y-qg an. Ist darin nun der Koeffizient » eine 


analytische Funktion von z und gibt es zwei partikulare Integrale y, und y, 
dieser Differentialgleichung, so daB sich uw als hyperbolischer Abbildungs- 


modul des Quotienten £ = — darstellen liBt? Man iiberzeugt sich zunichst, 
1 


daB g(z) eine analytische Funktion ist. Es wird nimlich*) 


onal 6)" 1 au da _ 1 Ou Ou 1 Ofe 

~ & \Oz 2é@z2° GF 22 Gs 0202 2 2°02 

tu , Oou ou , C P 
und wegen « = 8e* ist © ~, = 8e* und daher ist “2 —0. Wenn 

0202 Oz Oz" ez Oz 


nun ferner y, und y, irgend zwei unabhiingige Integrale dieser Differen- 
: , a*y 2 ” Yo ‘ . ; 
tialgleichung 32 — YP sind und € = > ihr Quotient, so sind, wie man 


leicht bestatigt, y, und y, notwendig von der Form 


= @ 4s = at / ¥ 
Ws dg? Ys VY dt 
dz dz 


Dabei ist « von z unabhiingig, wie man sofort einsieht, wenn man mit 
diesen Ansitzen in die Differentialgleichung hineingeht. Hieraus ergibt 
sich folgendes: Um unser erstrebtes Resultat zu erhalten, haben wir nur 
zu zeigen, daB es zwei unabhingige Integrale y, und y, unserer linearen 


Differentialgleichung gibt derart, da® sich ¢ * in die Form 


“ 


e t= Yi: — Vets 


setzen laBt. Bezeichnen wir namlich dann den Quotienten “ mit £80 haben wir 
1 


d 


vr 
a 
rel 


| 
a) 
nx 
~~ 
a 
Le] 


sited OT 
und soll der Logarithmus hiervon der Differentialgleichung Au = 8e" ge- 
niigen, so findet man sofort ca = 1. 
Ou 
Oz 


0 


*) Es sei noch ausdriicklich hervorgehoben, daS immer die Ableitung 


— 
8 
= 
~ 

is 


nur als Abkiirzung fiir — — —— % zu betrachten ist. 
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Zur Bestimmung eines derartigen Fundamentalsystems fiihrt uns die 


: (-3) \ 


“92 a 
Bemerkung, daB nach der Definition von m =e? © a3 das e * selbst 


2 
als Funktion der einen Variablen z der Differentialgleichung «4 — y@ 
geniigt. 
Nun seien y, und y, irgend zwei unabhiingige analytische, d. h. nur 
von z, nicht von Z abhiingige Integrale der linearen Differentialgleichung. 


“ 


Dann lift sich e ? — Ay, + By, setzen, wobei nun A und B zwei Funk- 
tionen von 7 allein sind, die als solche der Differentialgleichung = py 


geniigen. Sie lassen sich daher mit konstanten (von z und Z unabhingigen) 
Koeffizienten in der Form A = aj, + 69, und B= c¥, + dy, darstellen. 
Somit gewinnen wir fiir e * die Darstellung: 
o Fm Y, (49, + O92) + y2(CF, + 49;)- 

Da nun aber e ® reell, also symmetrisch in z und 7 ist, so ergibt sich, 
daB hier a und d reell, b und ¢ konjugiert imaginiir sind. Man schlieBt 
niimlich zunichst aus dem analytischen Charakter dieses Ausdruckes, dab 
diese Symmetrie fiir beliebige Werte von y, und y, stattfindet, nicht etwa 
nur fiir die, die beide als Funktionen von z auf der Riemannschen Fliche 
anzunehmen fahig sind. Und daraus folgt nach einer hinlinglich bekannten 
SchluBweise die Richtigkeit unserer Behauptung. 

Nun miissen wir zeigen, daB wir bei passend gewahltem Fundamen- 
talsystem y,* und y,*: 


u 


e t= y,*9,* — "9," 
schreiben kénnen. Dazu fiihrt uns die Bemerkung, daB wir nach dem 
eben festgestellten in 


u“ 


e ? —ay, 9, + by,F, + by, 7, + ded: 
(a, d reell) das vor uns haben, was man in der Algebra eine Hermitesche 
Form nennt. Dann lassen sich aber bekanntlich durch eine lineare Sub- 
stitution nicht verschwindender Determinante zwei neue Variabeln 


y,* = ay, + By, %* = 7¥, + OY, 
einfiihren, so daB die Hermitesche Form eine der drei Gestalten 


e t= y,*9,* —ys"9.* oder =y,*9,*+ y,*9,* oder = +y,*¥,* 
annimmt. Wenn aber iiberdies « der Differentialgleichung Au = 8e* ge- 
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niigen soll, so findet man sofort, daB die erste der drei Gestalten statt- 
haben mu8, und damit haben wir zwei unabhingige Integrale gefunden, 


mit deren Hilfe sich e¢ ® in der gewiinschten Form darstellen laBt. ¢* ist 
also der hyperbolische Abbildungsmodul des Quotienten £ = tay 
1 
Nun miissen wir uns noch iiberzeugen, daf diese Funktion € in der 
gewiinschten Weise unsere Riemannsche F'lache auf das Innere des Einheits- 
kreises abbildet. Jedenfalls ist € seinem absoluten Betrage nach niemals 


u 


gréBer als 1. Denn wegen e *? = y,*y,*(1—£€) wiirde dies dem Charakter 


von u als reeller Funktion (also e ? positiv) wiedersprechen. Betrachten 
wir nun einen Punkt, an welchem wu mit seinen simtlichen Ableitungen 
endlich und stetig ist, der also nicht zu unseren vier Sorten von Aus- 
nahmepunkten gehért, so folgt sofort, daB gm und also auch € eine 
regulire analytische Funktion von z ist, die die schlichte Umgebung des 
Flichenpunktes auf die schlichte Umgebung eines Punktes im Inneren des 
Einheitskreises abbildet. (Wire niimlich die Abbildung nicht schlicht, so 


miiBte an der betreffenden Stelle sf = und also w unendlich sein.) 


Betrachten wir weiter einen Punkt der ersten oder dritten Ausnahme- 
kategorie also einen Verzweigungspunkt der Flaiche oder der Funktion 
€(z) oder einen unendlichfernen Punkt der Filiche. Diesen Fall kénnen 
wir sofort auf den eben erledigten zuriickfihren. Wir machen nimlich 
zunichst eine Hilfsabbildung der Umgebung des betreffenden Punktes auf 
einen schlichien endlichen Bereich und fiihren die Variable dieses Be- 
reiches als neue unabhiingige in die Differentialgleichung ein. Dann sub- 
trahieren wir von u den Logarithmus des eben benutzten Abbildungs- 
moduls. Diese Differenz (Logarithmus des hyperbolischen Abbildungsmoduls 
der Funktion, die den Hilfsbereich auf einen Bereich im Inneren des Ein- 
heitskreises abbildet — bei Nacheinanderausfiihrung zweier Abbildungen 
multiplizieren sich die Abbildungsmoduln —) geniigt dann wieder der 
Differentialgleichung Au = 8e* und ist nun an der Stelle, um die es sich 
handelt, jedenfalls endlich und stetig und in der Umgebung samt ihren 
Ableitungen endlich und stetig. Eine solche Funktion ist aber, wie sich 
spiiter ergeben wird (siehe 8. 207), auch an der kritischen Stelle noch be- 
liebig oft stetig differenzierbar. Dann bildet aber die zugehérige Abbildungs- 
funktion die schlichte Umgebung des betreffenden Punktes im Hilfsbereich 
wieder auf einen schlichten Bereich im Einheitskreis ab; also entspricht 
unserer Funktion uw ein €, das auch an den Ausnahmestellen der ersten 
Art das gewiinschte Verhalten zeigt, und zwar entsprechen diesen Stellen 
nach dem eben auseinandergesetzten natiirlich auch Stellen im Inneren 
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des Einheitskreises. Nun machen wir zunichst folgende Bemerkung: Wenn 
wir von irgend einem der bis jetzt betrachteten Punkte (der Einfachheit 
halber nehmen wir einen gewdhnlichen Punkt der Fliche also keinen der 
ersten oder dritten Kategorie) nach irgend einem Punkte der zweiten oder 
vierten Kategorie eine rektifizierbare Kurve ziehen, so entspricht derselben 
im Einheitskreis eine Kurve mit einer unendlichen hyperbolischen Linge. 


Fiir diese Linge findet man namlich das Integral L -{ e? ds, erstreckt 


iiber die Kurve auf der Riemannschen Flaiche vom gewéhnlichen Anfangs- 
punkt bis zum kritischen Endpunkt. Wenn dieser aber ein Verzweigungs- 
punkt der Funktion €(z) von unendlicher Ordnung ist oder auf einer 
Symmetrielinie liegt, die in ein Stiick des Einheitskreises tibergehen soll, 
so erhalt dies Integral einen unendlichen Wert, wie man sofort aus dem 
Seite 182 und Seite 179 angegebenen Verhalten von u an solchen Stellen 
entnimmt oder priziser ausgedriickt: Zu jeder beliebig gegebenen Zahl / 
gehért ein <, so dab die hyperbolische Linge L>1 wird, sowie die Kurve 
nur auf weniger als ¢ an einen der erwahnten Punkte herankommt. Nach 
dieser Vorbemerkung steuern wir unserm Ziel zu. Wir greifen unter den 
dreifach unendlich vielen méglichen Abbildungsfunktionen, die zum selben 
u gehéren, eine bestimmte heraus und nehmen auf der Fliche einen ge- 
wohnlichen Punkt. Dem entsprechen unendlich viele Punkte im Einheits- 
kreis, die durch die Substitutionen der Gruppe von € auseinander hervor- 
gehen. Wir greifen einen bestimmten heraus und schlagen um ihn eine 
im Sinn der hyperbolischen MaSbestimmung konzentrische Schar von 
Kreisen. Wenn nun die Abbildung, die €(z) von der Riemannschen Flache 
macht und die in der Umgebung des herausgegriffenen Punktes schlicht 
ist, nicht den ganzen Einheitskreis ausfillte oder irgendwo einen Win- 
dungspunkt aufwiese, so miifte es in unserer Kreisschar einen mit einem 
méglichst kleinen Radius geben, auf dessen Peripherie ein solcher Punkt 
liegt. Wir ziehen vom Mittelpunkt nach ihm hin eine Kurve von end- 
licher hyperbolischer Lange. Der entspricht auf der Riemannschen Flache 
eine Kurve, die sich immer in gewisser endlicher Entfernung von den 
Ausnahmepunkten der dritten und vierten Kategorie halten muB, weil 
sonst nach dem vorhin festgestellten ihre Linge nicht unter einer end- 
lichen Grenze liegen kénnte. Die Kurve muf aber nicht notwendig bei 
einem bestimmten Punkte der Fliche endigen. Wir kénnen aber jeden- 
falls im Einheitskreis eine Folge von Punkten auf ihr markieren, die 
gegen den fraglichen Punkt konvergieren und welchen auch auf der Fliche 
eine Punktmenge entspricht, die gegen einen bestimmten Punkt der Fiche 
konvergiert, der nun weder der zweiten noch vierten Kategorie angehért. 
Greifen wir einen dem Hiufungspunkt geniigend benachbarten Punkt 
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heraus, so kénnen wir um ihn eine den Haufungspunkt enthaltende Um- 
gebung abgrenzen, die bei der Abbildung in einen schlichten Bereich im 
Innern des Einheitskreises tiberginge*), der nun gleichfalls das dortige 
Kurvenende ganz im Innern enthielte. Also wire entgegen der Annahme 
auch an diesem Punkte die Abbildung schlicht und regulir. Daraus folgt, 
daB der Bildbereich nirgends im Innern des Einheitskreises einen Win- 
dungspunkt oder einen Grenzpunkt haben kann. Also bedeckt der Bild- 
bereich das ganze Innere des Einheitskreises genau einmal. 

Durch die Betrachtungen dieses Paragraphen ist also das Problem der 
Uniformisierung vollstiindig auf die Bestimmung eines Integrales der Dif- 
ferentialgleichung Au = 8e* mit den in § 2 zusammengestellten Eigen- 
schaften zuriickgefiihrt. Wir gehen also jetzt an dieses Integrationsproblem 
heran. 


§ 4. 
Einige Hilfsbemerkungen fiber Au = 0. 


Der Volistindigkeit halber wollen wir in diesem Paragraphen einiges 
iiber Au = 0 — meistens ohne Beweis — zusammenstellen, wovon wir 
im nichsten werden Gebrauch machen miissen. Es sei ein ein- oder mehr- 
fach zusammenhingender, ein- oder mehrblattriger (aber jedenfalls endlich 
vielblittriger), endlicher oder unendlicher Bereich gegeben. Wir nehmen 
ihn zunichst berandet an. Unter der lokalen uniformisierenden Variabeln ¢ 
einer Stelle z= a dieses Bereiches, verstehe ich entweder die Funktion 
t—z—da, wenn es eine gewdhnliche Stelle des Bereiches ist, oder die 


Funktion ¢ = '/z—a, wenn es eine m-blittrige Windungsstelle des Be- 


reiches ist, oder endlich die Funktion ¢ = + | wenn es die unendlich ferne 


gz? 
schlichte Stelle des Bereiches ist (sie sei der Einfachheit halber immer 
schlicht angenommen). Dann ist bekanntlich eine an einer Stelle regulire 
Lésung der Differentialgleichung Aw = 0 der reelle Teil einer analytischen 
Funktion, die sich an dieser Stelle wie eine ganze rationale Funktion der 
betreffenden lokalen uniformisierenden Variabeln verhilt. Unter der Green- 
schen Funktion G(z,Z) des Bereiches (hinsichtlich des Differentialaus- 
druckes Au) versteht man dann eine Lésung der Differentialgleichung 


*) Man erkennt niimlich sofort, daB es, sowie man auf der Fliche einen Be- 
reich hat, der an Punkte der .zweiten oder vierten Kategorie nicht heranreicht, eine 
Zahl e gibt, so daB das Innere eines um einen beliebigen Punkt dieses Bereiches mit 
dem Radius 9 geschlagenen Kreises (oder bei den unendlich fernen Punkten, das 


AuBere eines um Null mit dem Radius . gelegten Kreises) sich auf ein schlichtes 


Bereichstiick des Einheitskreises abbildet. 
13* 
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Au = 0, die tiberall regular und eindeutig ist, auBer an einer Stelle Z, wo 
sie sich verhilt wie der reelle Teil von log?¢, und die am Rande des 
Bereiches verschwindet. Sie ist im ganzen Innern des Bereiches positiv, 
besitzt an keiner Stetigkeitsstelle ein Maximum oder Minimum. Sie ist 
symmetrisch G(z, Z) = G(Z, z). Bezeichnet man die nach innen gerichtete 


Normale eines Stiickes der Begrenzung mit m: so ist hiernach s< positiv. 


Wir bezeichnen weiter mit s die in positiver Richtung gezihlte Bogen- 
linge des Bereichrandes, also so daB der Bereich zur linken bleibt. Sind 
dann « und v zwei im Bereich eindeutige regulire Potentialfunktionen, so 
findet man bekanntlich durch partielle Integration die Greensche Formel 


Jf uav—vau)aeay -{ (v —u oe) ds; 


dabei ist das Doppelintegral iiber den ganzen Bereich, das Linienintegral 
in positivem Sinn iiber seinen Rand zu erstrecken. Setzt man darin v = G 


? 
so findet man 


ee - 
1 oG 
u=, u-—— ds 
ox on 


(Differentiation und Integration beziehen sich auf den Parameter Z). Es 
ist also damit die im Bereiche regulire Potentialfunktion « durch ihre 
Randwerte dargestellt (erste Randwertaufgabe fiir Aw —0). Setzen wir 
wieder v = G und verstehen unter u eine reguliire Lésung von Au = g, 


so finden wir 
1 eG 1 a SAF 
oo z fe on ds — s/f G-gpdZadZ. 


Der erste Bestandteil ist also die Potentialfunktion gleicher Randwerte. 

Gehen wir zu einem unberandeten Bereich iiber, also zu einer ge- 
schlossenen algebraischen Riemannschen Flaiche. Fragen wir nach einer 
Greenschen Funktion dieses Bereiches, so miiBte das eine auf der ge- 
schlossenen Fliche regulire und eindeutige Potentialfunktion sein, die nur 
an einer Stelle logarithmisches Verhalten zeigt. Eine solche Funktion 
existiert aber nicht. Das hiangt, wie die Integralgleichungstheorie zeigt, 
damit zusammen, daB es Lisungen von Au =O gibt, die ohne zu ver- 
schwinden tiber die ganze Fliche hin reguliir und eindeutig sind, nimlich 
die Konstanten (Eigenfunktionen der Differentialgleichung). Dann zeigt 
die Integralgleichungstheorie weiter, dab die Differentialgleichung Au = » 
jedenfalls nur dann eine auf der ganzen Fliiche endliche und stetige 
Lésung haben kann, wenn @ zu diesen Eigenfunktionen orthogonal ist, 
d. h. hier, wenn das iiber die ganze Fliche hin erstreckte Integral 

{{ gpdzdz=0 


ist. 
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Man kann die eben angegebenen Behauptungen auch beweisen ohne 
sich auf die allgemeinen Theorien zu beziehen. Wir fiihren das nicht 
naher aus, sondern verweisen deswegen auf Poincaré, Seite 166ff., wo man 
alles mit winschenswerter Ausfihrlichkeit auseinandergesetzt findet. 


§ 5. 
Umformung der Differentialgleichung Au = 8e in Au = ae“ — 8. 

Das Integral u der Differentialgleichung, das wir aufsuchen miissen, 
sollte die im § 2 naher bezeichneten Singularititen aufweisen. Wir wollen in 
diesem Paragraphen die Aufgabe so umformen, daf es sich darum handelt 
ein reguldres Integral einer anderen Differentialgleichung (Au = ae* — B) 
zu bestimmen, deren Koeffizienten aber nun singulir sind. Damit ver- 
folgen wir zugleich noch einen anderen Zweck, den wir aber erst am 
SchluB dieses Paragraphen niher bezeichnen wollen und von dem auch 
in der Einleitung schon einmal die Rede war: Trennung der Grenzkreis- 
von den Grenzpunktfillen. 

Um zu dem eben genannten Ziele zu gelangen, subtrahieren wir von u 
eine passende Funktion h, so dab die Differenz U = u — h durchweg end- 
lich und stetig wird auf der ganzen Riemannschen Fliche (im unendlichen 
stetig als Funktion der dortigen lokalen uniformisierenden Variablen). Fiir 
U=u—hergibt sich dann eine Differentialgleichung von der folgenden Ge- 
stalt AU=8e'e” —Ah. Wir wollen iiberdies noch zeigen, dab wir iiber h 
so verfiigen kinnen, dap nicht nur U endlich und stetig wird, sondern daB 
auch neben e* das Ah durchweg positiv wird, so daB ferner der Quotient 


- = F auf der ganzen Fliche zwischen zwei endlichen von Null verschie- 


denen positiven Schranken m und M liegt: 
mshi <M. 
=;= 


Zu dem Zwecke notieren wir uns noch einmal das in § 2 festgestellte 
Verhalten der Funktion w an den vier Sorten von Ausnahmestellen. 
1. Verzweigungsstellen m‘* Ordnung der Fliche oder der Funktion §: 
s=3* = log |s—a\ + E. 
2. Verzweigungsstellen von £(2) von unendlicher Ordnung: 
u = — 2 log |z—a| — 2 log log |z—a| + E. 
3. Unendlich ferne Punkte der Fiche: 
u=—4log|z\+Z£. 

4. Symmetrielinien, die in die Peripherie des Einheitskreises tibergehen: 

u=—2log(l—r)+E oder v—— 2log(n)+ E£. 
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Dabei ist E ein Symbol fiir eine an der betreffenden Stelle endliche und 
stetige Funktion (deren Ableitungen aber daselbst nicht notwendig end- 
lich zu sein brauchen). 

Um nun zu dem gewiinschten Ziele zu gelangen, legen wir um jeden 
der kritischen Punkte der drei ersten Kategorien als Mittelpunkt einen 
Kreis, der beliebig gewahlt sein kann, doch so, dab er auBer seinem 
Mittelpunkt in seinem Inneren oder auf seiner Begrenzug keinen weiteren 
kritischen Punkt enthalt. Haben wir es mit einem Hauptkreisproblem zu 
tun, so ziehen wir auBerdem auf der Fliche in der Nachbarschaft einer 
jeden Symmetrielinie, die in die Peripherie des Einheitskreises tibergehen 
soll, eine weitere geschlossene Kurve, die mit der betreffenden Symmetrie- 
linie zusammen auf der Riemannschen Fliche ein zweifach zusammen- 
hingendes von inneren Riickkehrschnitten freies Flachenband abgrenzt, 
das im Inneren oder auf seiner Begrenzung keine weiteren kritischen 
Punkte mehr enthalten soll. Wir kénnen dazu etwa eine der oben (§ 2) 
benutzten Kurven r= const. verwenden. Dann zerlegen wir die Funk- 
tion h, die wir von u abziehen wollten, in drei Teile: h —h, + h, + hy. 
Dabei ist h, eine tiber die ganze Fliche hin endliche Funktion, tiber die 
wir zuletzt passend verfiigen. In den eben definierten Flichenstiicken, die 
die Singularitaten von u enthalten, setzen wir immer h, diesen singuliren 
Bestandteilen gleich und zwar soll also sein: 


i1— 
l. hj =2 
m 


™ log s—G\, 

2. h, =—2 log z—a| — 2 log | log |z—a||, 
3. h, = — 4 log |z|, 

4. h,=—2log(1—r). 


Diese in den genannten Bereichen hiernach definierte Funktion h, werden 
wir nachher iiber die ganze Riemannsche Fliche fortsetzen, so daB eine 
Funktion h, entsteht, die iiberall, auBer an den kritischen Stellen, samt 
ihren simtlichen Ableitungen der drei ersten Ordnungen endlich und stetig 
ist. Vorab aber wollen wir weiter noch tiber h, in den Bereichen um die 
singularen Punkte so zu verfiigen suchen, da8 die Koeffizienten « = 8e 
und 6=Ah zunichst in diesen den weiteren oben geforderten Bedingungen 
geniigen: Um zu sehen wie wir da A, bestimmen miissen, notieren wir 
uns das Verhalten von e” = ese und AH = Ah, + Ah, in den Bereichen, 
die wir um die singuliren Punkte von u abgegrenzt haben, soweit es aus 
der jetzt getroffenen Festsetzung von h, folgt: 


i-—m 


l.a=8e%—_8\2—a) ™ - es p—AH=Ah,, 
2. a= 8e%—8 | z—a\-*{log|z—a'}—*e+; B=AH=| s—a\-* {log z—a|}—*+Ah,, 
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3.a—8e%—8\2\-tes; fB—AH=Aly, 


. ye i 2 ér\2 ér\? 2 
4. a=8e"—8(1—r)-*es; B—AH= , (5) + (52) | + pp Art Ah, 
Wir suchen nun iiber f, also so zu verfiigen, daB diese Ausdriicke a, B 
a 


8 


zwei festen endlichen Grenzen m und M bleibt. Bei den Punkten 2. und 
4. ist dies ohne weiteres der Fall, wenn wir da einfach h, = 0 setzen. 


in unseren kleinen Bereichen positiv sind und daB der Quotient — zwischen 


Dann ist bei 2. sowohl a wie 6 positiv und der Quotient 3 = 8 und bei 


4. kénnen wir schreiben 


9 
~ 


p= aap ls ty + (lr) Ar]. 


Dabei ist der erste Faktor gewiB positiv und der Klammerausdruck jeden- 

falls auf der Symmetrielinie r = 1, weil wir ruhig annehmen diirfen, daB 

daselbst + zweimal stetig differentierbar ist und nicht beide ersten Ab- 

leitungen von r (s. oben S. 181) zugleich verschwinden kénnen. Der Faktor 

wird also, wenn wir unser Flichenband klein genug gewihlt haben, in 

demselben zwischen zwei festen positiven Schranken w und M liegen. So 
a 


B <=: Es bleiben also noch die 


Punkte der ersten und dritten Kategorie zu erledigen. Jedenfalls mu 
daselbst h, endlich sein, weil sich ja u von h, nur um eine beschrinkte 
Funktion unterscheidet. Wir wollen versuchen um 1. oder 3. ein end- 
liches h, so zu bestimmen, dab 


bekommen wir in dem Bande a< 


1—m) 
bei 1. Ah, = — =) 
bei 3. Ah, = |2|-* 


? 


wird. Wir schreiben statt |g—a| bzw. |2| einfach 9 und fiihren um den 
betreffenden Punkt Polarkoordinaten 9, # ein. Es liegt nahe nach einem 
h, za fragen, das nur von g abhiingt. Dies muf dann den Differential- 
gleichungen geniigen: 

@h, idk 1 


m 


@ 
1 


ee 


‘ d*h 1 dh 
bei 3. 24 — —2 =» 
dg’ + e de e 


2 
Wir finden bei 1. in h, = = oe”, bei 3. in hy = + o~* ein bei ge = 0 bzw. 


bei @ = co endliches Integral. Es wird daselbst beidemale Null. Fiir den 
Quotienten finden wir dann, daB er zwischen dem Maximum und Mini- 
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mum von 8e in den betreffenden Bereichen liegt. Das sind aber alles 
endliche positive GréBen und @ und 6 sind ersichtlich auch selbst durch- 
weg positiv in den Bereichen. Damit haben wir nun also zuniichst in 
der Umgebung der singuliiren Punkte h, + h, definiert. Dies vervollstin- 
digen wir nun irgendwie tiber die Flaiche hin zu einer tiberall auBer an 
den kritischen Punkten stetigen und dreimal stetig differentierbaren Funktion. 

Ich betrachte nun zuniichst den Hauptkreisfall weiter, weil er der ein- 
fachere ist. Wir hatten h = h, + h, + h, angesetzt. Wollten wir hier nun 
einfach h,= 0 nehmen, so wire zwar ee» positiv, es bliebe auch der 
Quotient om * an den singuliren Stellen endlich, aber er kann sehr 

(hy +h) 

wohl anderswo unendlich werden, da A(h,+h,) sehr wohl Null werden 
kann. Wir kénnen nun aber sicherlich zunichst tiber Ah, = p so ver- 
figen, daB Ah iiberall positiv wird. Da unsere Fliche berandet ist, so 
hat es keine Schwierigkeit Ah, = m alsdann aufzulésen und ein unseren 
Bedingungen geniigendes iiberall endliches h, zu finden. Bilden wir mit 
dem so gewihlten A, unser h = h, +h, +h, so geniigt dies jetzt allen 
unseren Bedingungen. Sowohl « = 8e* als 6 = Ak sind durchweg positiv 
und von Null verschieden, und ihr Quotient liegt auf der ganzen Fiche 
zwischen zwei endlichen positiven Schranken. 

Gehen wir nun zum Grenzkreisfall tiber. Da liegt die Sache nicht 
ganz so einfach. Die Greensche Funktion, mit der wir hier operierten, 
existiert da ja gar nicht, wie wir im vorigen Paragraphen sahen. Um jetzt 
eine Differentialgleichung der Gestalt Av = durch eine tiber die ganze 
Fliiche hin endliche und stetige Funktion v integrieren zu kénnen, muBte 
das tiber die ganze Fliche hinerstreckte Doppelintegral der Funktion » 
verschwinden. Um also hier weiter zu kommen, miissen wir den Sach- 
verhalt etwas niher priifen. Wir werden finden, da8 noch eine gewisse 
Bedingung erfillt sein muB, wenn wir zum Ziel kommen wollen. Wir 
wollen zuniichst eine Feststellung machen, von der auch bereits Poincaré 
Gebrauch gemacht hat. Wir wollen unter h, zuniichst irgend eine iiber 
die ganze Flache stetige und zweimal stetig differentierbare Funktion ver- 


stehen, doch so, dab das tiber die ganze Fliche erstreckte Jf bhs dady 
konvergiert. Dann wollen wir den Wert des iiber die ganze Fiiche er- 
streckten Doppelintegrales | | ‘Ahdz dy berechnen. 


Zu dem Zwecke ziehen wir um die kritischen Punkte Kreise mit 
einem Radius g, den wir nach Null oder nach unendlich nachher wachsen 
lassen, je nachdem es sich um einen kritischen Punkt im Endlichen oder 
Unendlichen handelt. Wir berechnen zuniichst, das Integral iiber einen 
solchen endlichen Bereich und gehen dann auf die eben erwihnte Weise 
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zam Integral iiber die ganze Fliche tiber. Setzen wir in der Greenschen 


Formel 
ffuso—vau) ded ={(v oe — =~) ds 


des vorigen Paragraphen, « = 1 und vw =h oder wenden wir auf 


iJ ‘Ahda dy selbst partielle Integration an, so finden wir 


[f[arazay- > - hes ds 


wobei sich die Linienintegrale auf die einzelnen Randkurven beziehen und 
itiber alle zu summieren ist. Betrachten wir sie einzeln. Zuerst die Ver- 
zweigungspunkte von (2). Sie sind im endlichen gelegene gewdhnliche 
Punkte der Riemannschen Fliche. Es wird 


ond ey ds + pe ds + ce, ds. 


Beim Grenziibergang geht das letzte der drei Integrale in Null tiber, da 


[ [ah dzdy konvergiert. Wir diirfen annehmen, daB unser Kreis vom 


Radius g ganz in der bei der Definition von h, und h, vorhin benutzten 
Kreisfliche enthalten ist. Dann bekommen wir, wenn wir zugleich noch 
Polarkoordinaten 9, # einfiihren 


22 


: 2) 
. oh : 2(1— m) . eo 5-8 
lim fF ds — tim | ™ pedg + lim {Fe ore 
° 0 0 


Also wird 
lim f oe dso S89. 
o=0 On m 


Nehmen wir einen m-blittrigen Verzweigungspunkt der Fliche: Wir 
finden ebenso 


a 


tim f 2% ds — tim oh ds + lim om ds 


e=0 e=0 = 0 
22 sina 
, 2(1—m 1 m =~ § , 
= lim \ > ody +lim J—o0" dg=—4a(1—m). 
- m a 2 
e=0e e= 0¢ 


Bei einem Verzweigungspunkt unendlicher _— von £(z) findet sich: 
3x 


lim f Ft ds — im — Oh dat — odg = — 2a. 
e=0 


ok e@ 
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Betrachten wir endlich einen unendlich fernen Punkt. Das Integral 
{> ds wird Null, weil wir angenommen haben, daB das Doppelintegral 


von Ah, konvergiert. Fihren wir statt z in jenem Kreis um den unendlich 
fernen Punkt durch die Substitution 2’ = - die neue Variable z’ ein, so 


wird aus dem Doppelintegral von Ah, iiber jenen Kreis folgendes: 


ath Oz OF Of OF 5 (ah, , dz’ 
SS 703 dedi =ff FR Of O02 Of Of O02 dar f ar an" sak 


Und dies letztere Integral wird 


. 
_ -—r ah 
= | ~tds=— * ds, 
J an J an 


wobei die letztere Umformung aus der Konformitit der Abbildung durch 
1 


i- - folgt. Lassen wir nun oben @ nach oo streben, so wird der Bild- 
bereich der z Ebene sich auf Null zusammenziehen. Daher wird unser 
Linienintegral iiber h, in der Grenze zu Null. 

Also wird wieder 


im fh as — tim ft ed®g +% R = ody = 8x. 
e=0 


So erhalten wir im ganzen: 


Jf Ohdady — >} 42(m,—1) + S'4a "=" + daa — Say. 


Dabei bezieht sich m,; auf die Verzweigungspunkte der Fliche, », auf 
die von €(2), 4 ist die Zahl der Verzweigungspunkte unendlicher Ordnung 
von €(z), » die Zahl der unendlich fernen Punkte, oder was dasselbe ist, 
die Blatterzahl der Riemannschen Fille. Wir wollen uns nun iiberzeugen, 
daB in allen den Fallen, in welchen eine Grenzkreisuniformisierung még- 
lich sein kann, die oben angeschriebene Summe positiv ist, sie hangt er- 
sichtlich nur von der Riemannschen Fliche und von €(z) ab, gar nicht 
von der groBen Willkiir, die noch in h steckt. Zwischen m,, v und Ge- 
schlecht p besteht nun bekanntlich die folgende Relation: 


—2+2p =>) (m, —1)— 2». 
Also wird die obige Summe: 
8(p—1)a+4ia + >}4a™ aS. 


n; 


Fiir p> 1 sind alle Glieder dieses Ausdruckes positiv. Bei p= 1 wird 
alles positiv, es sei denn 4 = 0 und alle n, = 1. 
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Dann wird aber die Uniformisierung durch ein elliptisches Integral 
erster Gattung geleistet. Es gibt keine Grenzkreisuniformisierung. Im 
Falle p=O endlich, kann der Ausdruck nur dann negativ oder Null wer- 
den, wenn zugleich noch 4 = 0 oder 1 ist. Dann bekommen wir fiir die », 
entweder die Bedingung a =-+ 2 oder - — 1 <2. Der aweite 
dieser beiden Fille fihrt auf diejenigen Uniformisierungsprobleme, welchen 
endliche Gruppen zugehéren — Bewegungsgruppen der elliptischen Ebene. 
Der erste Fall fiihrt auf die Bewegungsgruppen der funktionentheoretischen 
Ebene. In allen diesen Fiillen ist also eine Grenzkreisuniformisierung 
nicht méglich. 

Wir haben damit erkannt, daB immer dann, wenn es iiberhaupt eine 
Funktion u geben kann, die Au = 8" geniigt und die angegebenen Singu- 
laritdten aufweist, notwendig das 


if ‘Ah dzdy>0O 
ist. _ 

Wir benutzen dies jetzt um iiber A, endgiiltig zu verfiigen. Wie wir 
auch Ah, wihlen, immer hat [ { Ahdady den vorhin berechneten Wert. 
Wir wollen h, so wihlen, daB Ah immer positiv ist. Wir wihlen dazu 
zunichst eine auf der ganzen Fliche stetige und stetig differentierbare 
Funktion m so daB A(h, +h,) + p immer positiv (nirgends Null) ist. Zu 
dem Zwecke nehmen wir @ in den Kreisen um die singuliren Punkte 
gleich Null und auBerhalb irgendwie diesen Bedingungen entsprechend. 
AuBerdem sei es noch so angenommen, dab 


Sf (Ody +h) + 9) dx dy = [[dhdxdy, 


also den oben berechneten Wert hat. Ich behaupte nun, daB es immer 
eine in der ganzen Fiche endliche und stetige Funktion h, gibt, fiir die 
Ah, = @ ist. Damit es eine solche Funktion h, gibt, ist es erforderlich 


und hinreichend, daB J I¢ dz dy, erstreckt tiber die ganze Fliiche, ver- 
schwindet. Das ist aber in der Tat der Fall. Denn da [[bhdady 
von hk ganz unabhingig ist, so ist 


SS AG, +hy) dx dy =| { dhdzdy. 


Sf eaxdy=0. 


Dies so bestimmte h, verwenden wir jetzt zur endgiiltigen Festlegung 
von h=h, +h, +h,. Und nun gentigen die Koeffizienten « = 8e* und 


Also 
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6B = Ah tatsiichlich allen unseren Bedingungen. Sie sind durchweg ober- 
halb einer festen positiven Schranke gelegen und ihr Verhiiltnis 


a én é . e 


B AG, +h) + Oh, 


liegt zwischen zwei festen positiven Schranken. Denn dies ist sicherlich 
der Fall in dem ganzen Bereich, der auBberhalb der Kreise liegt, die wir 
um die singuliren Punkte gezogen haben. In deren Inneren aber ist ein- 
mal h, endlich, Ah, = 0 und es bleibt der Quotient 
e's gs 
Bh, + Bh, 

nach der Art wie wir h, und A, gewihlt haben zwischen zwei festen 
positiven Schranken. 

Damit haben wir erkannt, daB wir in allen Fillen in welchen eine 
Grenzkreisuniformisierung tiberhaupt méglich ist, nur noch ein iiberall 


endliches Integral der Differentialgleichung 
Au = ae" — B 


zu bestimmen haben, wobei ihre Koeffizienten den oben erwahnten Be- 
dingungen geniigen. Wir haben damit die Ungleichungsbedingung, die 
notwendig bei allen Uniformisierungsmethoden vorkommen muB, da sie 
die Grenzkreisfille von den Grenzpunktfiillen trennt, vollstindig ausgenutzt, 
so daB wir fortan gar keinen expliziten Gebrauch mehr von ihr zu machen 
haben, sondern sie nur noch in jener Form der Differentialgleichung zu 
benutzen haben. Die Vorteile, die diese Form der Differentialgleichung 
fiir das Integrationsproblem bietet, werden bald einleuchten. 


§ 6. 
Eine Eigenschaft der Greenschen Funktion der Differentialgleichung 
Au=pu (p(x;y)>9). 

Unsere ganze Integrationsmethode wird von einer jetzt darzulegen- 
den Eigenschaft der Greenschen Funktion dieser Differentialgleichung be- 
herrscht. Sie ergibt sich sehr einfach aus der Greenschen Formel. Wir 
beweisen sie hier nur in dem Umfang, in dem wir sie in dieser Arbeit 
brauchen. Es sei ein endlicher berandeter ein- oder mehrblattriger Be- 
reich B gegeben. Unter der Greenschen Funktion der Differentialgleichung 
Au = pu fiir diesen Bereich verstehen wir wie iiblich diejenige Lésung 
dieser Differentialgleichung, die an einer Stelle Z wie log|z— Z| unend- 
lich wird, die sonst samt ihren Ableitungen der ersten beiden Ordnungen 
endlich und stetig ist, und die am Rande des Bereiches B verschwindet. 
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Die Funktion p(x, y) sei ebenfalls im Bereich stetig und stetig differen- 
tierbar und itiberdies positiv, d.h. sie soll nirgends verschwinden. Unter 
diesen Voraussetzungen kann die Existenz dieser Greenschen Funktion 
ganz wie in der Potentialtheorie nach der Schwarzschen Methode des 
alternierenden Verfahrens bewiesen werden (siehe z. B. Picard, Acta 
mathematica XII) oder sie kann auch mit Hilfe des lésenden Kernes der 
linearen Integralgleichung 


ew A fee Z)pudZdZ +f 


gewonnen werden, in der G die Greensche Funktion von Au = 0 fiir den- 
selben Bereich bedeutet. Wir halten uns nicht dabei auf. Wir ziehen nun 
um den singuliiren Punkt der Greenschen Funktion einen kleinen Kreis K, 
den wir sich hernach auf diesen Punkt zusammenziehen lassen und setzen 
nun fiir diesen von den seitherigen Randkurven und dem kleinen Kreis 
begrenzten Bereich By die Greensche Formel an: 


JJ 


Br 


— anf (ot ~0 2S 
(wAv—vAu)dzdy fom ) ds. 


~~" on 
Hier setzen wir nun: u=1, v=[(z, Z). (Wir bezeichnen von jetzt an 


immer mit [ die Greensche Funktion einer Differentialgleichung Au = pu, 
mit G diejenige von Au = 0). Dadurch erhalten wir: 


Jfore, Z)aXaY=— | as -> oF as. 
By K 


(Die Integrationen beziehen sich auf Z = X + Y). 
Dabei bezieht sich die Summe auf die auBer K vorhandenen Rand- 


“™ 


kurven. Wir wollen das Integral {= ds ausrechnen und gleich zur 
“ 


Grenze eines verschwindenden Kreises K iibergehen. Da wir dabei von 
dem reguliiren Teile von [ absehen kénnen, so finden wir bei Einfiihrung 
von Polarkoordinaten 9, # nur den Mittelpunkt des Kreises K: 


32 
1 
— §— 960 =— 9a; 
fq ede m— 2a 
0 


So bekommen wir: 


1 — ray 1 or 
1-2 [pre zaxay -£> fies. 
h 
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Nun ist aber die Summe auf der rechten Seite sicher positiv. Es 
ist nimlich [ am Rande Null. Wenn wir also noch zeigen kénnen, dab [ 
im ganzen inneren positiv ist, so muB es eben vom Rande aus nach innen 


wachsen und daher muB die Ableitung ee jedenfalls Null oder positiv 


sein. Dies ist aber so einzusehen. Am Unstetigkeitspunkte ist namlich [ 
sicher positiv unendlich. Es kénnte also nur dann im inneren negativ sein, 
wenn es irgend einen Bereich giibé, an dessen Rand [ verschwindet und 
in dessen Inneren es dauernd negativ und stetig ist. Ein solches Integral 
von Au=pu gibt es aber nicht. Verschwindet namlich ein regulires 
Integral u dieser Differentialgleichung am Rande eines Bereiches, so ist 
es im ganzen Bereich Null. Ganz wie in der Potentialtheorie ergibt sich 
nimlich fir ein Integral von Au = pu mit den Randwerten @ die Dar- 
stellung 

1 = | 


“u=— Jt — 
22a on 


ds. 
Ist also %@ = 0, so ist u iiberall Null. Hieraus folgt also nun wie be- 


reits bemerkt, daS er positiv oder Null ist. Wir wollen uns noch iiber- 


zeugen, daB jedenfalls das Integral von a , erstreckt tiber den ganzen 


Bereichrand, nicht Null sein kann. Es stellt nimlich 


wad [ras 
2x on 


diejenige im Bereiche regulire Lisung von Au = pu dar, die am Rande 1 
ist. Die Lésung ist ersichtlich nirgends negativ im ganzen Bereich. Sie 
ist im ganzen Bereich kleiner als eins, nimlich kleiner als die Potential- 
funktion der gleichen positiven Randwerte. Bezeichnen wir allgemein mit 
%>O die Potentialfunktion mit den gleichen Randwerten wie u, so ist also 
«u von der Form u=u-+v. Und es ist 


Av = pu. 
Also 


1 os 1 zr , 
p=—— a J puG(z, Z)dXd¥Y. 
Da aber sowohl p, wie uw wie G positiv sind, so ist v negativ, also 


u<i@. Es kann aber auch u = -~ f eo ds nirgends im Bereich verschwin- 


den. Um das einzusehen will ich ganz allgemein beweisen, daf eine am 
Rande eines Bereiches wesentlich positive Lisung von Au = pu im Inneren 
nirgends Null werden kann. Wenn p eine Konstante etwa A’ wiire, so wire 
jedenfalls Be4**+” fiir beliebigen Wert der positiven Konstanten § eine 
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Lésung der Differentialgleichung, die nirgends verschwindet. Durch Wahl 
von # kénnen wir erreichen, dab die Werte am Bereichrand so klein sind 
wie wir sie wollen. Da aber mit abnehmenden Randwerten #@ ein Integral 


1 (5 a, 
Qa al Tad 


an jedem Innenpunkte abnimmt, so brauchen wir nur f so klein zu nehmen, 
daB die Randwerte von fe4**”) kleiner sind als %, um zu erkennen, dab 
dies Integral mit den Randwerten @ durchweg gréBer ist als Be4@*+. Es 
kann also ebensowenig wie dieses im Bereiche verschwinden. Dieser Ge- 
danke erlaubt uns aber sofort auch fiir eine beliebige Gleichung Au = pu 
das gleiche Resultat zu gewinnen. Wenn wir nimlich zwei Differential- 
gleichungen Au, = p,u, und Au, = p,u, haben und wenn p, < p, ist, so 
seien u,, % zwei Lésungen gleicher positiver Randwerte. Dann ist im 
ganzen Bereich u, >u,. Mit abnehmendem p nehmen also die Lésungen 
der Differentialgleichung zu. Dies ist folgendermaBen zu erkennen. Es ist: 


Au, = p,%, 
Aus = p,(u, + Uy — 4,) 
also fiir 
VU = Uy — %, 
Av = pv + (py —p,) 4; 
also 
1 . 
== A ff{tm —Dp,)u,dady 
da aber 


r,29, %»-r29, 4209, 
so ist diese Differenz sicher nie positiv, also ist 
U, = Us. 

Um nun zu beweisen daB eine Lésung wesentlich positiver Randwerte 
einer Differentialgleichung Au = ypu nirgends im Inneren verschwinden 
kann, bezeichnen wir mit A* eine Konstante, die durchweg gréBer ist als p. 

Wir nehmen diejenige Lésung der Differentialgleichung Av = A*», 
die die gleichen Randwerte besitzt wie die zur Untersuchung stehende 
Lisung von Au=pu (A?>p). Nach unseren Feststellungen ist die 
Lésung v von Av = A*v kleiner als die Lisung u von Au=pu. Da 
aber keine von beiden negativ werden kann, so miiBte also das kleinere 
v an derselben Stelle verschwinden wie wu. 

Da aber v tiberhaupt nicht verschwinden kann, so kann auch u 
nirgends im Bereich verschwinden. 

Aus dieser etwas langatmigen Erérterung, die wir deshalb so aus- 
fihrlich gestalteten, weil wir von den einzelnen Punkten, die wir dabei 
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erérterten, noch mehrfach Gebrauch zu machen haben, entnehmen wir, 


daB die Integralsumme i> fz ds auf Seite 197, zu der wir damit 


22 
zuriickkehren, nirgends im Bereich verschwinden kann, denn sie stellt 
dasjenige Integral von Au = pu dar, das die Randwerte 1 besitzt. Es 
ist also durchweg gréBer als Null und daraus folgt nun fiir unsere Green- 
sche Funktion der wichtige Satz: 


Sf ‘pl da dy < 2x. 


Dabei steht also immer kleiner, nie gleich, wenigstens nicht fiir end- 
liche p. Im Falle, daB p nicht durchweg endlich bleibt, kann sehr wohl 
gleich herauskommen. Dies wird gerade spiter fiir uns von Wichtigkeit 
werden, denn darin gipfelt unsere Integrationstheorie von Au = ae“ — B. 

Von dem in diesem Paragraphen fiir beschrinkte p gewonnenen Re- 
sultate wollen wir nun gleich Gebrauch machen zur Liésung der ersten 
Randwertaufgabe fir Au = «e*— p. 


§ 7. 


Zurickfihrung der ersten Randwertaufgabe bei den Differential- 
gleichungen Au = e“ und Au = ae“ — 8 auf nicht lineare 
Integralgleichungen und Auflésung derselben. 


Als Vorbereitung auf unsere eigentliche Aufgabe, ein auf der ganzen 
Riemannschen Filiche endliches Integral unserer Differentialgleichung 
Au = ae* — 6 aufzufinden, wollen wir in diesem Paragraphen fiir einen 
auf der Riemannschen Fliche ganz im endlichen gelegenen Bereich, der 
nirgends an die singuliren Punkte von @ und # heranreicht, die erste 
Randwertaufgabe fiir die in der Uberschrift genannten Differentialglei- 
chungen lésen, d. h. wir fragen nach einem in diesem ganzen Bereich 
stetigen und zweimal stetig differentierbaren Integral dieser Differential- 
gleichungen; da die zweite aus der ersten durch Subtraktion einer Funk- 
tion hervorging, die im ganzen Bereich, in dem wir jetzt die Differential- 
gleichung integrieren wollen, stetig und zweimal stetig differentierbar ist, 
geniigt es offenbar, zu beweisen, daB, wie auch immer die Randwerte 
endlich und stetig vorgegeben sein mégen, es immer ein und nur ein 
zweimal stetig differentierbares Integral der Differentialgleichung Au =e“ 
gibt, das diese Randwerte besitzt. (Wenn wu der Differentialgleichung Au=e" 
geniigt, so ist wu — log 8 ein Integral von Au = 8e*.) Zu diesem Zwecke 
bezeichnen wir mit & diejenige im Bereiche regulire Potentialfunktion, 
die am Rande die gegebenen Randwerte besitzt. Wir setzen u = a + v. 
Dann gentigt v der folgenden Differentialgleichung Av = e*e’. 
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Wir schreiben sie in der folgenden Form: 
Av — e#v = e* (e’—v)- 


Wenn wir wieder wie im vorigen Paragraphen mit [(z, Z) die Greensche 
Funktion von Av = e* v bezeichnen, so geniigt v der folgenden nichtlinearen 
Integralgleichung 


v= —s_ f[T@ Ze (e—v) ad Xa. 


Zu ihrer Auflésung bedienen wir uns der Methode der sukzessiven Approxi- 
mationen. Wir setzen 


%=0, y=— go f[TedxdY, ,-— = [f Te(e—v,)dXa¥ 
und allgemein 


= — sof [te (e'-1—v,_,)dXAY. 


Wir werden nun zeigen, daB die so bestimmten Funktionen v, gleichmibig 
gegen eine Grenzfunktion v konvergieren, diese geniigt dann jedenfalls 
der Integralgleichung 


— a5 f [Tee —naxaY 


Co= 


und daraus folgt in bekannter Weise, daB sie die gesuchte Lésung unserer 
Differentialgleichung ist. 

Wir zeigen zuerst, daB die v, mit wachsendem Index » abnehmen. 
Man erkennt sofort, daB v, <v,—0, da [ und e* positiv sind. Ebenso 
sieht man sofort daB v, <v,. Es ist nimlich 


ty — 0 = — 5 f [Tet (es—v,—1) dXa¥. 


Fiir negative v, ist aber hier der Integrand positiv. Um nun den 
Beweis v, <v,_, allgemein zu erbringen, konstatieren wir zuniichst eine 
Tatsache, von der wir oben schon im speziellen Fall Gebrauch gemacht 
haben, namlich daB die Funktion e’—v mit abnehmendem negativem v 
stindig zunimmt, insbesondere also auch fiir v <0 stindig positiv ist. 
Ihre Ableitung e’ — 1 ist ja fiir negative v stiindig negativ. Nehmen wir 
also an, wir hiitten bis v,_, hin bereits die staindige Abnahme unserer 
Funktion bewiesen, so sind also v,_, und v,_, negativ und ist v,_,<v,_.. 
Nun ist aber 


~~). 7 = J lt? {e"n-1 ~Tg (e*»-2—v, _',)} dXdY, 


und hier ist nach unseren eben gemachten Feststellungen der Integrand 


positiv und also v,—v,_, <0 oder v,<v,_,. Unsere Funktionen », 
nehmen also fortwihrend ab. 
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Es ist also » = 0, v, <0. Sei nun |v, <S und also auch 
v,|= sft dzdy<S <1 (wegen § 6 Ende). 


Dann ist auch 0 < v», — v, < S, und also e — v, — (e—v,) > 0; anderer- 
seits aber ist dieser Ausdruck = e — e+ v,—v, und da e»—e*< 0, 
so ist der ganze Ausdruck kleiner als y, — v, < S. Daraus schlieBt man 


v1, — = J fre {es — v, — (e*—v,)} dz dy < S? 


2a 
und ganz analog findet man allgemein: 
Y,-1 — % < S(v,_3—0,-1) < 8”. 
Daher findet man, daB die Reihe 
0 0 + (0 —%) oo + C—O) 
konvergiert, denn es ist 
0) << |) + | — %) +°°° 


<0+S+ S8?+... 

<8 = Ss" 
Daher existiert 

v = lim p,. 
Wegen ag 
1 a 
v= — aq.) f Fe (er —,_)dady 

gilt fiir v: 


v= — aI Te (e° —v)daxdy. 


Daher ist v eine Lésung unserer Randwertaufgabe. 

Wir zeigen nun weiter, daB die Randwertaufgabe nur auf eine Weise 
lésbar ist und bedienen uns dazu eines Gedankens von Picard*), von dem 
wir auch im nichsten Paragraphen noch einmal werden Gebrauch machen 
miissen. Wenn u, und wu, gleiche Randwerte haben und beide der Dif- 
ferentialgleichung Au = e* geniigen, so gilt fir die Differenz u, —u,=—0 
mit den Randwerten Null die Beziehung 

Av =e — e& 
oder nach dem Mittelwertsatz 
Av = verte 
oder 


Av=v ‘p(x, y), 


*) Picard: Journal de Liouville 1890, 8. 174f. 























Au =e“ und die automorphen Funktionen. 203 


Erwigungen des vorigen Paragraphen die am Rande verschwindende Lésung 
im Inneren des Bereiches durchweg verschwinden. Also fallen beide Lé- 
sungen “, und wu, zusammen. Unsere Randwertaufgabe besitzt nur eine 
Lésung. 

Bemerkung. Wir bemerken noch, daB unsere Methode fast ohne 
weiteres Anwendung findet auf alle von Picard in der gerade vorhin er- 
wahnten Arbeit behandelten Differentialgleichungen. Wiahrend aber seine 
Methode zuniichst nur fiir kleine Bereiche durchgreift und der Erginzung 
durch ein alternierendes Verfahren bedarf, kommen wir mit der unseren 
iiberall sofort zum Ziele. (Siehe auch die Einleitung.) 


§ 8. 
Konstruktion der Uniformisierungsfunktion « im Grenzkreisfalle. 


Das Problem der Uniformisierung hatten wir auf den Nachweis zuriick- 
gefiihrt, daB es eine und nur eine auf der ganzen Riemannschen Fiche 
bzw. im ganzen Integrationsbereich endliche und stetige Lésung der Dif- 
ferentialgleichung Au = ae‘ — 6 gibt. Dabei waren a, f positive stetige 
und stetig differentierbare Funktionen, die aber an einzelnen Punkten und 
am Rande des Integrationsbereichs in gewisser angegebener Weise unend- 


lich wurden. Doch lag der Quotient F iiberall zwischen zwei positiven 


endlichen und von Null verschiedenen Schranken m und M. Um eine 
solche Funktion u zu gewinnen, denken wir uns den Integrationsbereich 
dargestellt als Limes einer Folge von Niherungsbereichen B,, derart dab 
jeder folgende alle vorhergehenden ganz im Inneren enthilt und daB keiner 
einen der singuliren Punkte im Inneren oder auf dem Rande hat. Fiir 
jeden solchen Bereich ist durch die Betrachtungen des vorigen Paragraphen 
die erste Randwertaufgabe in vollem Umfange gelést. Wir wollen nun 
iiber diese Randwerte passend verfiigen, und so fiir jeden Niherungsbe- 
reich eine Niherungsfunktion u, gewinnen, die dann gleichmaBig gegen 
eine Grenzfunktion konvergieren, welche dann die Lésung unseres Problems 
sein wird. Die Randwerte #, von u, am Rande von B, sollen einzig und 
allein der Bedingung gentigen, daB sie zwischen log m und log M — zwei 
endlichen Zahlen — liegen. Dann behaupte ich, bleibt u, tiberall im 
Bereiche B; zwischen diesen selben Grenzen. Anderenfalls nimlich wiirde 
u, ein Maximum gréBer als log m oder ein Minimum kleiner als log M 
besitzen miissen. An einer Stelle des Maximums miiBte aber ie <0 


und a < 0 sein, also auch Au, < 0. An einer Stelle des Minimums aber 


Au, > 0. 
14* 
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Wenn aber u,> log M ist, d. h. also u, gréBer als das Maximum 
von log F , 80 wire also ae“ — 6 > 0 und damit auch Au, > 0, wihrend 


es kleiner oder gleich Null sein soll, und wiire andererseits u,< log m 
an irgend einer Stelle, so wiire es also kleiner als das Minimum von 
log * also aei—B<O und damit Au,< 0, wiihrend es gréBer oder 
gleich Null sein soll. 

Wenn wir also dem u, solche Randwerte vorschreiben, so liegen alle 
unsere Niherungsfunktionen zwischen festen Schranken m und M. 

[Bemerkung. Es ist weiterhin nicht wichtig fiir uns, dab unsere 
Niaherungsfunktionen gerade zwischen den angegeben Schranken liegen. 
Wir miissen nur wissen, daB iiberhaupt solche festen Schranken da sind, 
zwischen welchen alle unsere Niherungsfunktionen liegen. Dies kénnte 
auch auf andere Weise erreicht werden; z. B. werden wir es an einer 
spiteren Stelle (Seite 212) beim Beweis der Unitaét unserer Lésung in 
anderer Weise erreichen. | 

Es ist nun unsere weitere Aufgabe, zu beweisen, dab unsere Funk- 
tionen u, in jedem Bereiche B, der keinen singuléren Punkt im Inneren 
oder auf dem Rande besitzt, gleichmiBig gegen eine Grenzfunktion kon- 
vergieren. Dieser Bereich B wird von einem gewissen Index an dem 
Inneren aller unserer Bereiche B; angehéren, und von da an sind alle u, 
in seinem Inneren definiert. Wir haben zu zeigen, daB fiir hinreichend 
groBes n und beliebiges m in ganz B durchweg |u,,,,—u,|< ¢ wo mit « 
eine beliebige vorgegebene positive GréBe bezeichnet ist. Wenn wir diesen 
Nachweis erbracht haben, dann geniigt die Grenzfunktion wieder der Dif- 
ferentialgleichung iiber die ganze Fliche hin und liegt durchweg zwischen 
unseren beiden festen endlichen Grenzen. Bezeichnen wir nimlich mit @, 
diejenige Potentialfunktion, die am Rande von B die gleichen Randwerte 
besitzt wie u,, so konvergieren die @, gleichmaBig gegen eine Grenzfunk- 
tion, da dies fiir u, und damit fiir die Randwerte von @, der Fall ist. 
Wenn wir mit G(z,Z) die Greensche Funktion von Au = 0 fiir B be- 
zeichnen, so finden wir fir u, die Darstellung 


u, = a, — = | [G(e, Z) (aes—f) aXaY. 


Daraus folgt dann wegen der gleichmaBigen Konvergenz 


-u=ai—< [fG(e, Z) (ae—p)dXd¥ 


22). 


und daraus in bekannter Weise, dab u wie alle u«, der Differentialgleichung 
Au = ae* — B geniigt. Hiernach kommt also alles darauf an, den in Aus- 
sicht genommenen Konvergenzbeweis durchzufiihren. 
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Unter Verwendung eines schon oben herangezogenen Gedankens von 
Picard fihren wir diesen Konvergenzbeweis auf eine Aussage tiber eine 
Differentialgleichung von der Form Au = pu zuriick. Fiir die Differenz 
u —w, finden wir nimlich in B: 


atm 
A(t, .m— U,) = aetntm — wen 
= ge“a(“n+m~ “n — 1) 


= a (u —u,) e&n + 8 (2,0) (Un +m — “n) 


n+m™m 
=—o* Vn (6, 4m —%,)- 


Dabei ist nun y, eine Funktion, die in ganz B, positiv bleibt und unter 
einer festen vom Index unabhiingigen Schranke bleibt, und ebenso ober- 
halb einer positiven Schranke. Also w<y,<M. Die Randwerte von 
U.im—, am Rande von B, liegen unterhalb einer festen von » und m 
unabhingigen positiven Schranke S und oberhalb einer Schranke — S. 
Dann liegt im ganzen Bereiche B, unsere Differenz zwischen den Li- 
sungen vy, und vy, von Av=ay,yv, deren erste die Randwerte S, deren 
zweite die Randwerte —S besitzt. Da nun aber eben gefunden wurde 
ay, >a, so ist nach einem Ergebnisse von § 6 (Seite 199) v, immer 
kleiner als die Lésung gleicher Randwerte von Av = auyv und ebenso 
wegen ay, >a, v, immer gréBer als die Lésung gleicher negativer Rand- 
werte von Av =apyv. Unser ganzer Konvergenzbeweis wird mithin auf 
den folgenden Nachweis hinauslaufen. 

Sei = eine beliebige aber fest gegebene positive Zahl, B unser obiger 
fester Rereich, v irgend eine Lisung von Av =auv, die in B, endlich, 
stetig und stetig differentierbar ist, und deren Randwerte an B, dem Betrage 
nach S nicht iibertreffen, dann kann man immer eine Zahl N bestimmen, 
so, da fiir alle n> N in ganz B die Relation v| < « gilt. 

Wir kénnen diese Behauptung auch so aussprechen: Die einzige iiber 
den ganzen Integrationsbereich hin endliche und stetige und auBer an den 
Unstetigkeitspunkten von « stetig differentierbare Lisung von Av = apv ist 
die Null. 

Das wird gleich noch deutlicher werden. Bezeichnen wir mit [, die 
Greensche Funktion von Av = auv fiir B,, mit 6, die Randwerte von »,, 
so ist also 


1 . OF, 
v,=— | 5,, ds, 
s 2a, * on 


wobei die Integration itiber alle Randkurven von B, zu erstrecken ist. 
Ist M, das Maximum und pw, das Minimum von 3@,, so ist 


as) $e ds<vu<M— jo ds. 


on 1Qn.J on 








| 
| 
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Hier ist aber > | ae ds =, diejenige Lésung der Differentialgleichung 
Ao =apo, die am Rande von B, den Wert Eins hat, und die daher 
nach § 6 im ganzen Bereiche B, zwischen den Grenzen Null und Eins 
liegt. AuBerdem bilden die @, eine stindig abnehmende Funktionenfolge, 
denn ‘die Randwerte von o,,, am Rande von B, sind kleiner als Eins 
also kleiner als die Randwerte von o, daselbst. Daher konvergieren die 
w, gleichmaBig gegen eine Grenzfunktion . Bezeichnen wir nimlich mit 
l(a, y, XY) die Greensche Funktion von Av = ay fir B,, mit &, die 
Randwerte von w, am Rande von B,, mit @ die von @, so haben wir 


1 ar, 

= [a3 wy, XX) as 

fiir jedes z, y von B. Nach einem bekannten Satz der Integralrechnung 
wird daraus in der Grenze: 


o- + foG@yxnas 
und die Konvergenz ist ersichtlich in ganz B — B irgend ein Teilbereich 
von B, — eine gleichmiaBige. Die Grenzfunktion ist daher wieder eine 
Lésung der Differentialgleichung Av =—ayv, die iiberall zwischen Null 
und Eins liegt. Wir wollen zeigen, daB sie Null sein mu8. Wir fihren 
diesen Nachweis zunichst in dem Falle, wo unser Bereich keine Rand- 
kurven aufweist, behandeln also den Grenzkreisfall. au ist also tberall 
endlich und stetig und stetig differentierbar, auber an gewissen isolierten 
Punkten der Fliche. Wie sich au da im einzelnen verhilt, kann uns 
gleichgiiltig sein. Das spielt fiir unseren Nachweis keine Rolle. Hier ist 
nun unsere Behauptung im wesentlichen eine Aussage iiber hebbare Un- 
stetigkeiten. Wenn nimlich die positive Funktion nicht tiber die ganze 
Flache hin verschwindet, so muf sie irgendwo ein positives Maximum 
aufweisen. An solchen Stellen der Fliiche aber, wo au regulir und positiv 
ist, wo also u zweimal stetig differentierbar ist, kann dies jedenfalls nicht 
eintreten, denn dort mite Aw < 0, wihrend es nach unserer Differential- 
gleichung wesentlich positiv ist. Bleiben also nur die Stellen, wo au 
singular ist, oder wo es verschwindet. Legen wir nun um ein irgend 
einen solchen Punkt als Zentrum einen konzentrischen Kreisring mit den 
Kreisen K, und K, als Rand; KX, wollen wir festhalten, wihrend sich K, 
allmahlich auf den Mittelpunkt zusammenziehen soll. Fiir jeden dieser 
Kreisringe betrachten wir diejenige Potentialfunktion ©, die an seinem 
Rande die gleichen Randwerte besitzt, wie o. Dann bekommen wir fiir @ 


die Darstellung 
o-a—2 ff GauadXdY 
o 4 


@ 
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wo G, die Greensche Funktion von Au =O fiir den Kreisring bedeutet. 
Also ist jedenfalls tiberall a << @. Da aber im Zentrum des Kreises @ ein 
Maximum haben soll, so werden, von einem gewissen Kreisring an, die 
Randwerte von @ lings des inneren Kreisringes nicht mehr abnehmen, 
wabrend sie lings K, fest bleiben. Daraus folgt aber, daB die Potential- 
funktionen @ jedenfalls nie zunehmen und kleiner als Eins und gréBer als 
Null bleiben wird. Sie konvergieren daher gleichmiBig gegen eine Poten- 
tialfunktion, die auch im Mittelpunkte des Kreises K, wie in allen seinen 
anderen Punkten reguliir ist, und daher in seinem Mittelpunkte dem arith- 
metischen Mittel ihrer Randwerte gleich ist. Unser ist aber dort sicher 
in keinem seiner Grenzwerte gréBer als diese Potentialfunktion, und kann 
daher dort kein Maximum besitzen. @ besitzt also nirgends ein positives 
Maximum und muB daher auf der ganzen Fliche verschwinden. Damit 
haben wir fiir den Fall einer geschlossenen Riemannschen Fiche alles 
bewiesen. 

Bevor wir nun zum Falle einer berandeten Fliache iibergehen, mag 
hier noch eine Tatsache bewiesen werden, von der wir oben (Seite 185) 
schon einmal Gebrauch machten: niimlich daB eine Lésung von Au = e*, 
die tiberall endlich und stetig differentierbar ist, auBer an einem einzigen 
Punkte, in dessen Umgebung sie jedoch beschriinkt bleiben soll, daB eine 
solehe Liésung auch in diesem einen Punkte noch differentierbar ist. Sei 
nimlich a dieser Punkt und & ein geniigend kleiner um denselben abge- 
grenzter Kreis, so bezeichnen wir die zu untersuchende Lisung mit u 
und die stetig differentierbare Lésung gleicher Randwerte mit #. Dann 
geniigt die Differenz u—i#—v einer Differentialgleichung der Gestalt 
Av = pv, wo p eine positive Funktion ist, die iiberall, auber an jenem 
Punkte, stetig differentierbar ist. v besitzt die Randwerte Null und ist in 
unserem Kreise beschriinkt. Ganz durch die eben vorhin benutzte Schlub- 
weise erkennen wir, daB die Differenz «— @ tiberall verschwinden mub. 


§ 9. 
Der Hauptkreisfall. 


Wir gehen nun zum Falle des berandeten Integrationsbereiches tiber. 
Nach den Darlegungen in § 8 kommt auch hier alles darauf an, zu 
zeigen, daB 


. 1 P 
1 —lim + [[t.awaxay—0. 


Die Funktion 


u, = 1 -iff T,audXdY 
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ist nimlich diejenige Lésung von Au = acuu, die am Rande B, den Wert 
Eins besitzt. Daher gilt fiir sie auch die folgende Relation 


wat 2 ff GeuuaXay. 


Hier haben wir mit G,; die Greensche Funktion von Au = 0 fiir den Be- 
reich B, bezeichnet. Aus dieser Integralgleichung ergibt sich nun auch, 
daB fir alle i: 


1 . 
Aff G,apu,dXaY<1 


bleibt. Denn die u,; bilden ja eine stindig abnehmende Folge positiver 
Funktionen. Es wird nun darauf ankommen aus dieser Eigenschaft der wu; 
auf ihre Kleinheit bei geniigend hohem Index i zu schlieBen. Da wir wu, 
im Bereiche B abschitzen wollen, der im Inneren aller Naherungsbereiche 
liegt, so bleibt der Parameter z, y der Greenschen Funktion G(z, y, X, Y) 
auf diesen Bereich beschrinkt. Es geniigt nun fiir unsere Zwecke zu- 
nachst, statt des 


Sf Gcpu,aX aY, 


erstreckt tiber ganz B,, dies Doppelintegral zu betrachten, nur erstreckt 
iiber den Teil von B,, der zwischen S, und ©, liegt. Dabei bezeichne 
ich mit ©, diejenige Randkurve von B,, mit ©, diejenige Randkurve 
von B,, die zur Approximation ein und derselben Symmetrielinie S der 
Fliiche dienen. Auch dies Doppelintegral muB dann fiir alle i positiv und 
kleiner als Eins sein. Die Kurven ©,, ©; sollen wie die Symmetrielinien 
selbst analytische geschlossene singularititenfreie Kurven sein. Wir ziehen 
©, benachbart im Inneren von B, eine weitere solche Kurve 2, die zu- 
sammen mit der Symmetrielinie © ebenso wie mit ©,, ©, zweifach zu- 
sammenhingende Flichenbinder begrenzen, die-keine nichtzerstiickenden 
inneren Riickkehrschnitte zulassen. Betrachten wir nun G,(2, y, X, Y); 
z,y bedeutet irgend einen Punkt in B. X,Y die Integrationsvariable, 
also irgend einen Punkt in B,. Wenn wir nun X, Y auf 2, z,y in B 
beliebig variieren lassen, so besitzt G,(x, y, X, Y) fiir diese Werte seiner 
Variabeln ein positives von Null verschiedenes Minimum und ein positives 
endliches Maximum. Denn wire z. B. das jedenfalls vorhandene Minimum 
Null, und wiirde es etwa fiir z,, yo, X,, Y, angenommen ,so wire G, (x,y, Xo, Y,) 
eine Potentialfunktion von z, y, die in dem Bereiche B, iiberall positiv 
oder Null wiire, auf dem Rande verschwinde, bei X,, Y, positiv unendlich 
wiirde und in einem inneren Punkte z,, y, dieses Bereiches verschwande. 
Das geht aber nicht an. Ganz ahnlich erkennt man unsere Aussage iiber 
das Maximum. Also bleibt G,(z,y, X, Y) lings 2 wie auch z, y in B 





—— 
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gewahlt sein mag, oberhalb einer festen Grenze A. Dann bleiben die 
Greenschen Funktionen G, aller anderen Bereiche B, aber lings 2 ober- 
halb dieser selben Grenze A, da sie als Greensche Funktionen der Be- 
reiche B,, die alle B, enthalten, gréfer sind als die Greensche Funktion 
von &,. Wie also nun auch z, y in B gewahlt sein mag, immer bleibt in 
dem Giirtel zwischen ©, und Z die Funktion G, gréBer als die Potential- 
funktion 2;A, die lings ©; verschwindet und lings 2 den Wert A besitzt. 
Denn die Randwerte dieser sind ja kleiner als die von G,. Mit 2, ist also 
diejenige Potentialfunktion bezeichnet, die auf ©, verschwindet, und auf 
= den Wert Eins besitzt. Somit finden wir jetzt fir unser Doppelintegral 
iiber den Giirtel zwischen ©, und 6,: 


tf [G.aunaxay> A ff xcuuaXay. 


Wir wollen nun zunichst fiir eine spezielle Wahl unserer Niherungs- 
kurven ©, den Beweis zu Ende fiihren und uns erst hernach von dieser 
speziellen Wahl befreien. Wir betrachten diejenige Potentialfunktion v, 
die lings S verschwindet und lings © den Wert Eins besitzt. Die Niveau- 
linien dieser Funktion, also die Kurven v = const., wollen wir als Kurven 
©, wiahlen. Ist m die konjugierte Potentialfunktion, so schneiden die 
Kurven g = const. die Kurven » = const. durchweg senkrecht, und wir 
haben in dem von v = const., g = const. gebildeten Kurvennetz eines vor 
uns, wie wir es abnlich in § 2 benutzten, um das Verhalten der Koef- 
fizienten unserer Differentialgleichung Au = we“ — 6 bei Anniherung an 
die Symmetrielinie S feststellen zu kénnen. Nach den damals gewonnenen 
Ergebnissen kénnen wir in dem ganzen Giirtel von © bis 2 setzen 


a 


a=-,- Hier ist @ eine Funktion die durchweg oberhalb einer festen 


a 
positiven Schranke @ bleibt. Also haben wir a > mh (Siehe auch Seite 191.) 


Aus dieser Potentialfunktion v, die wir eben einfihrten, kénnen wir 
nun auch mit Leichtigkeit 2, gewinnen. Bezeichnen wir namlich mit 1; 
den Wert von » lings ©,, so ist x,=— ——!. Also ist x,>v—v,. In 
unserem zuletzt aufgeschriebenen Doppelintegral kommt endlich noch u 
vor. Das ist eine feste Zahl. Wenn wir das nun alles benutzen, kénnen 


wir die oben gewonnene Abschiitzung zu Ende fiihren. Wir finden: 


1 {; ua (({r»—»,; 
J ff Geuwaxay > * Sf yt ud XaY. 


Nun wollen wir weiter in diesem Integral statt der Integrationsvariabeln 
X, Y die Variabeln v, p einfiihren. Die dabei zu verwendende Funktional- 
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determinante bleibt ersichtlich im ganzen Giirtel oberhalb einer positiven 
Schranke d >0. So bekommen wir die Abschitzung 


1 d%pA i 
J ff Geuuaxay> eer [25 u,dvdg. 


Nun kénnen wir schreiben 


[frp needy fi Cfuan]an 


Bezeichnen wir mit M, das Minimum des Integrales fu,dg erstreckt tiber 


irgend eine Kurve v = const., so finden wir, daB unser noch abzuschiitzen- 
des zweifaches Integral gréBer ist als 


Mf 257 dv = M, [log (2) + (2 2)], 


Da nun aber fiir wachsenden Index i sich v, der Null nihert, so wiichst 
der in der eckigen Klammer stehende Ausdruck iiber alle Grenzen. Es 
wiirde also auch das M;-fache und damit das ganze Integral 


a Sf Gow u,dXdY, 


das doch kleiner als Eins bleiben soll, tiber alle Grenzen wachsen, wenn 
nicht M, mit wachsendem i sich der Null beliebig naherte. M, war aber das 


Minimum von f u,dg erstreckt tiber irgend eine Kurve vy = const. Hieraus 
folgt also, daB wir immer im Bereiche B, bei hinreichend groBem Index i 
eine Kurve »=const. ausfindig machen kénnen, lings der integriert fudy 
kleiner ausfallt als eine vorgegebene Zahl «. Das gleiche gilt dann auch 
von dem Integral f u,do, wenn wir mit o die Bogenlinge einer Kurve 


vy = const. bezeichnen, da sich beide Integrale ersichtlich nur um einen 
Faktor unterscheiden, der ein fiir allemal, d. h. fiir alle Kurven v = const. 
zugleich, zwischen festen endlichen von Null verschiedenen Grenzen liegt. 


Die Kurve, lings der also nun ii u,do<e, mége S,, sein. Dann besitzt 
also u; lings S,, diese positiven Randwerte, deren Integral fu dé <4, 
und lings denjenigen Randkurven, die B,, gegen die isolierten kritischen 
Punkte hin abgrenzen, gewisse Werte kleiner als Eins. Es geniigt der 
Differentialgleichung Au, = ayu,. Daher ist u, jedenfalls kleiner als eine 
Potentialfunktion @,, die lings ©,; die Werte u; besitzt, deren Integral 
S u; a6 <« ist, und die an den tibrigen Randkurven von B,, den Wert Eins 
hat. Wir zerlegen diese Potentialfunktion in zwei Teile u,;=v,+,. Da 





a ne 
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soll nun ; lings ©,, verschwinden, und an den anderen Randkurven, die 
sich mit wachsendem Index auf Punkte zusammenziehen, den Wert Eins 
haben, v; dagegen lings G,, jene Werte u,; haben, und lings den itbrigen 
Randkurven von JB,, verschwinden. Bezeichnen wir dann mit G,, die 
Greensche Funktion von Au = 0 fiir B,,, so gilt die Darstellung 


1 0G,, 
ara an u,de. 


aj 
Das Linienintegral ist nur tiber die den einzelnen Symmetrielinien ent- 
sprechenden Kurven S,, zu erstrecken. Wenn wir nun noch zeigen kénnen, 


0G,, 
daB on 


einer fiir alle ¢ gleichen festen Grenze g bleibt, so ist dann in ganz B 


, wenn der Parameter x, y auf B beschrinkt bleibt, unterhalb 


1< £ M,. Also konvergiert dann v,, mit wachsendem i, gleichmaBig gegen 
Null. Ebenso konvergiert aber , gegen Null. Denn das sind stindig ab- 
nehmende stindig positive Potentialfunktionen, die durchweg kleiner als 
Kins sind und lings ©,, verschwinden. Nach dem Satze iiber hebbare 
Unstetigkeiten konvergieren sie also gleichmaiBig gegen Null in B, weil 
Null die einzige im berandeten Bereiche endliche an seinem Rande ver- 
schwindende Potentialfunktion ist. Wir miissen also nun nur noch zeigen, 





aG,, ge 
daB on fiir alle ¢ kleiner als g ist. 


Wir hatten oben einmal gezeigt, daB G, fiir alle i lings 2 oberhalb 
einer festen Schranke bleibt, wie auch z, y in B gewahlt sein mag. Ebenso 
kénnen wir auch zeigen, dab alle G,; unter den gleichen Bedingungen 
unterhalb einer festen Schranke S bleiben, nimlich unter dem Maximum S 
der Greenschen Funktion der ganzen berandeten Riemannschen Fiche, die 
ja alle unsere Naherungsbereiche umfaBt. Wie also auch z, y in B liegen 
mag, immer ist in dem ganzen Giirtel von ©, bis 2, G, kleiner als die 
Potentialfunktion g, die lings S, verschwindet, und lings 2 den Wert S 
hat. Also ist auch die Ableitung von G; nach der Normalen lings S, 
kleiner als die analoge Ableitung dieser Potentialfunktion g,. Unter Be- 
nutzung der oben eingefiihrten Potentialfunktion v, die an © verschwindet, 
und an X den Wert Eins hat, kénnen wir schreiben: 

gy, =S- — 2 ; 
Fiir diese Funktion ist aber ersichtlich unsere Behauptung richtig, da 
a zwischen festen endlichen Grenzen liegt. Also bleibt auch das kleinere 
see unter einer festen Grenze, die von i unabhiingig ist, und damit ist 





unser Beweis zu Ende. 
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Wenn wir wollen, kénnen wir uns nun auch noch von der oben ge- 
troffenen speziellen Wahl der Niherungskurven ©, frei machen. Haben 
wir nimlich irgend welche anderen Naherungskurven ©/, so liegt jede 
derselben zwischen zwei Kurven ©, und S,. Es gibt mit anderen Worten 
einen Niherungsbereich B, der in B, enthalten ist, und einen B,., der 
umgekehrt B im Inneren enthilt. Dann gilt aber auch die Ungleichung 


U, <u; << Uy. 


Wenn dann aber die «, gegen Null konvergieren, so ist natiirlich mit u, 
das gleiche der Fall. 


§ 10. 
Unititsbeweis. 


Es bleibt endlich noch der Nachweis zu erbringen, daB die so ge- 
fundene tiberall endliche Lisung von Au = ae*— 8 die einzige ist. Der 
Beweis dafiir liegt aber schon in unseren seitherigen Betrachtungen. Denn 
wenn u, und uw, zwei soleche Lisungen sind, so braucht man sie nur ab- 
wechselnd*) als Lésungen der Randwertaufgaben fiir die Niherungsbereiche 
zu nehmen. Dann beweist unsere Betrachtung ihre Ubereinstimmung, da 
ja ganz willkirlich war, was fiir Lésungen der Randwertaufgabe wir be- 
nutzten, wenn nur alle diese Lésungen zwischen zwei festen endlichen 
vom Index unabhingigen Grenzen lagen. 


*) Vgl. auch meine Besprechung von Fricke-Klein: Automorphe Funktionen 
Bd. 2, Lief. 3, Archiv f. Math. (3) 21, S. 160. 
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Uber Polynome, die in einem gegebenen Intervalle méglichst 
wenig von Null abweichen. 


Von 


Wrapimir Markorr. 


(Obersetzt von Dr. J. Grossmann ) 


Vorwort von Serge Bernstein in Charkow. 


Die Abhandlung, die hier in deutscher Sprache erscheint, ist die 
Arbeit des friih verstorbenen Mathematikers W. A. Markoff.*) Sie ist 
im Jahre 1892 in russischer Sprache erschienen (im Verlage der Akade- 
mie der Wissenschaften zu St. Petersburg), aber auch in RuBland wenig 
bekannt geworden. Sie enthilt eine Vertiefung und Weiterbildung be- 
kannter Ideen von Tchebyscheff, und verdient, bei dem steigenden Inter- 
esse, das diese Ideen finden, und bei der Bedeutung ihrer Anwendungen, 
allgemein bekunnt zu werden. Das wichtigste Resultat der vorliegenden 
Arbeit ist meiner Ansicht nach die Aufstellung einer exakten oberen Grenze 
fiir die k* Ableitung eines Polynoms n‘” Grades in einem Intervalle, 
in dem der Betrag des Polynoms eine gegebene (irenze nicht tibersteigt. 
Die Beantwortung dieser Frage**) ist viel schwieriger, als man annehmen 
kénnte, und hat Markoff zur Entwicklung mehrerer Hilfssiitze von selb- 
stindigem Interesse veranlaBt. 

Die vorliegende Ubersetzung ist an einigen Stellen dem Original 


*) Wladimir Andrejewitsch Markoff, geboren am 7. Mai 1871, ist am 18. Januar 
1897, fiinfundzwanzigjihrig, an Schwindsucht gestorben. Aufer der hier verdffentlichten 
Abhandlung, die er noch als Student verfaBt hat, hat er noch zwei Abhandlungen 
iiber positive terniire quadratische Formen geschrieben, von denen die erste 1893 in 
den Communications de la Société Mathématique de Charkow, die zweite erst nach 
seinem Tode als Magisterdissertation (St. Petersburg 1897) erschienen ist. Er beweist 
unter anderem in diesen Arbeiten die Kisensteinschen Formeln fiir die Klassenzahl 
der positiven terniren quadratischen Formen. 

**) Man vergleiche meine Note ,,Remarques sur l’inégalité de Wladimir Markoff“ 
(Commun. de la Soc. Math. de Charkow 1913). 
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gegentiber gektirzt. Diese Kiirzungen sind auf Wunsch der Annalenredak- 
tion vorgenommen und von dem Bruder des versturbenen Verfassers, dem 
Akademiker A. A. Markoff, in entgegenkommender Weise gepriift und gut- 
geheiBen worden. 


Kapitel I. 
$ 1. 
Wir wollen hier Funktionen der einen Verinderlichen x von der Gestalt 
(1) Pot" + 7, 2"-*'+--- +p, 


betrachten, wo eine ganze positive Zahl bedeutet, 


Por Pis***> Pa 
reelle Parameter sind, die der Gleichung 


(2) Op Pyt % P+ -°> +o, p, = & 
geniigen, und 
Hoy Hy ** *» Hy & 
gegebene reelle Zahlen sind, von denen « und mindestens noch eine der 
Zahlen «, nicht gleich Null sind. 
Solche Funktionen wollen wir Funktionen von Gestalt (1) nennen. 
Die lineare Funktion 


a, Po +a,P,+---+a,P, 
der Koeffizienten irgend einer ganzen Funktion von x 
O(2) = Poa" + Pia*-'+--- +P, 
von nicht héherem als n*™ Grade wollen wir mit 
@(®) 
bezeichnen. 

Den gréBten Wert, den der absolute Betrag einer Funktion Y(x) von 
Gestalt (1) annimmt, wenn z ein Intervall*) (a,b) von a bis b > a durch- 
lauft, wollen wir die Abweichung der Funktion V(x) von Null in dem 
Intervalle (a, 6) nennen. 

Diejenigen der Funktionen von Gestalt (1), denen der kleinste Wert 
der Abweichung von Null in dem Intervalle (a, b) entspricht, wollen wir 


die am wenigsten von Null in dem Intervalle (a,b) abweichenden Funk- 
tionen von Gestalt (1) nennen.**) 


*) Alle Intervalle, von denen die Rede sein wird, sind als die Grenzpunkte ein- 
schlieBend angenommen. 
**) Die Existenz mindestens einer solchen Funktion ist evident. 
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§ 2. 


y = f(z) 
eine Funktion von Gestalt (1), L ihre Abweichung von Null in dem Inter- 
valle (a,b), es seien 


Hilfssatz. Es sei 


(3) Hy Uy, ***, Ly 


sdimtliche voneinander verschiedene Wurzeln der Gleichung 
L?—y=0, 
die im Intervalle (a, b) liegen. 

Ist y eine am wenigsten von Null in dem Intervalle (a, b) abweichende 
Funktion von Gestalt (1), so gibt es keine ganze Funktion von x von nicht 
hiherem als n®™ Grade g(x) derart, dap 

o(g) = 0 
ist, und zugleich die Produkte 
G(X) (2s), 9%) Fs)» - + +» 9% p) F(%p) 
sdmtlich negativ ausfallen. 

Gibt es umgekehrt keine solche Funktion g(x), so ist y eine am wenigsten 
von Null in dem Intervalle (a, b) abweichende Funktion von Gestalt (1). 

Beweis. Gibt es eine solche Funktion g(x), dann ist in dem Inter- 
valle (a,b) die Abweichung von Null der Funktion 

w= y+ eg(2), 
die zu den Funktionen von Gestalt (1) gehért, bei geniigend kleinem 
positiven Werte der Zahl o kleiner als L. 
In der Tat, betrachten wir die Differenz 


LT? — y,? = L?— y®— 2eyg(x) — 9*g*(2). 
f(x) 9(%,) <0 l=—1,2,--+,p 


ist, so kann man eine hinreichend kleine positive Zahl 0 finden, derart, 
daB keines der Intervalle 


(4) (x, —9, «+ 9), (x, —9, %+90),+++, (x, —9, z, +9) 
Wurzeln der Gleichung 


Da 


yg(z)=0 
enthalt. 


Bezeichnen wir mit M, u, N und y positive Zahlen, die den Be- 
dingungen 
9 (2) << M, 


, innerhalb der Intervalle (4), 
—2yg9(@)>u 
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2y g(x)| + g*(x) << N,) innerhalb des Intervalls (a, b), 
I?—y*?>v )} aber auBerhalb der Intervalle (4)*) 
geniigen, und sei @ kleiner als jede der Zahlen 
e 
1, N 
Alsdann ist innerhalb des Intervalles (a, b), aber auBerhalb der Inter- 
valle (4) 
L?—y?> r= + N=0, 


innerhalb der Intervalle (4) 
[?— y?> 0 (u — a M) = Q, 


und folglich ist die Abweichung von y, von Null in dem Intervalle(a, b) 
kleiner als L. 

Wenn aber keine solche Funktion g(z) existiert, dann ist die Differenz 
zwischen einer jeden Funktion von Gestalt (1) und y fiir mindestens eine 
der Zahlen (3) von nicht entgegengesetztem Vorzeichen mit y, und folg- 
lich ist die Abweichung von Null in dem Intervalle (a, b) einer jeden 
Funktion von Gestalt (1) nicht kleiner als L. 


Satz 1. Es sei 
y = (2) 
eine Funktion von Gestalt (1), die nicht gleich = ist, L thre Abweichung 
von Null in dem Intervalle (a,b), es seien . 


Ty, Tg, °°, Ly 


stimtliche in dem Intervalle (a,b) gelegenen und nach wachsendem Werte 
geordneten voneinander verschiedenen Wurzeln der Gleichuny 


(5) L?— y= 0. 


Es werde ferner 
l= i=p 


i=0 


i=1 
und 
(7) F(@)- -", L=—1,2,---,p 


gesetat. 


*) Den absoluten Betrag irgend einer Zahl r bezeichnen wir mit |r|. 
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Ist y eine am wenigsten von Null in dem Intervalle (a, b) abweichende 
Funktion von Gestalt (1), so gibt es unter den Zahlen 


(8) o(F,)(—1)'f (a), o(F)(—1)*F(@), - - +» o(F,)(—1F(2,) 
keine zwei von entgegengesetztem Vorzeichen. Im Falle 
p<n+l 


ist auferdem 
(9) o(Fy) = 0, 


was auch fiir eine ganze Funktion von nicht hiherem als (n — p)*™ Grade 
w(x) sein mag. 

Gibt es umgekehrt in der Reihe (8) keine zwei Zahlen von entgegen- 
gesetztem Vorzeichen, und findet auBerdem, im Falle p<n+-1, die Gleichung 
(9) fiir jede ganze Funktion von nicht hiherem als (n — p)*™ Grade w(2) 
statt, so ist y eine am wenigsten von Null in dem Intervalle (a, b) ab- 
weichende Funktion von Gestalt (1). 

Beweis. Wir bemerken vor allem, dab 


psnt+l 


ist, da y keine Konstante sein kann, und jede im Intervalle (a,b) gelegene 
und von a und b verschiedene Wurzel der Gleichung (5) von gerader Viel- 
fachheit sein muB. 

Ferner haben wir nach der Lagrangeschen Formel, was auch fiir 
eine ganze Funktion von nicht héherem als n*™ Grade g(x) sein mag, 


‘=p 
9 (*,) 
(10) g(a) = AF() Riz) + >) wey Fe), 
i=1 


wo A eine konstante Zahl bedeutet, und R(x) im Falle p< n+ 1 eine 
ganze Funktion von nicht héherem als m — p*™ Grade ist; im Falle 
p=nt+l ist 
R(x) = 0. 
Aus (10) folgt 


=p 
9(@) 
(11) o(9) = Ao(FR) + > Fa o(F). 
i=1 


Findet, im Falle p<.n+1, die Gleichung (9) nicht fiir jede ganze 
Funktion von nicht héherem als » — p*™ Grade (x) statt, so kann man 
eine Funktion R(x) so auswihlen, dab 

o(FR)20 
wird, und dann, indem wir 
g(x) = — fia), b= 1,2,++4p 


Mathematische Annalen. LXXVILI. 
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setzen, die Zahl A so bestimmen, dab 
o(g) = 0 


wird, und folglich kann nach dem Hilfssatz des § 2 y nicht eine am wenigsten 
von Null in dem Intervalle (a, b) abweichende Funktion von Gestalt (1) sein. 

Ist also y eine am wenigsten von Null in dem Intervalle (a,b) ab- 
weichende Funktion von Gestalt (1), und ist p<n+1, so findet die 
Gleichung (9) fiir jede ganze Funktion von nicht héherem als (nm — p)*™ 
Grade w(x) statt. 

Wenn also y eine am wenigsten von Null in dem Intervalle (a, b) 
abweichende Funktion von Gestalt (1) ist, so geht Formel (11) in 


l=p 3 
Y 9(*)) 


2 an 4 
(12) o(g)= > F(a) o(F;) 


i=l 


tiber. 
Beriicksichtigen wir aber die Gleichung 


m=ti—1 m= p 


I" (a,) =\{— l ie | } \% ? Ly) : ] , (Z,, — 1), 


m= matl+1 


so folgt, dab wenn es in der Reihe (8) Zahlen von entgegengesetztem 
Vorzeichen gibt, der Gleichung 


(13) a(g)=0 
zugleich mit den Ungleichungen 
(14) 9(%,) F(Z) <9, g(%) f(%_) <9, - +, g(a) f(z) <9 


Geniige geleistet werden kann, und folglich, nach dem Hilfssatz des § 2, y 
nicht eine am wenigsten von Null in dem Intervalle (a, )) abweichende 
Funktion von Gestalt (1) sein kann. 

Gibt es dagegen in der Reihe (8) keine zwei Zahlen von entgegen- 
gesetztem Vorzeichen, und findet auBerdem, im Falle p < » + 1, die Glei- 
chung (9) fiir jede ganze Funktion von nicht héherem als » — p*” Grade 
w(x) statt, so kann nicht der Gleichung (13) und zugleich den Unglei- 
chungen (14) Geniige geleistet werden, und folglich ist y nach Hilfssatz des 
§ 2 eine am wenigsten von Null in dem Intervalle (a, b) abweichende 
Funktion von Gestalt (1). 


§ 4. 
Setzen wir in Gleichung (9) nacheinander 


v(x) = a"-?, (x) = 2*-?—', -- +, H(z) = 1, 


so ethalten wir aus Gleichung (9) die ihr iiquivalenten Gleichungen 
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G Qo + a GQ tee t+ a, Q, = 9, 
&, Vy + Q, +--+ +4419, =9, 
®, _ oVo + % 941% + ees + «,Q, = 0. 
Wir bemerken noch, daB wenn y eine am wenigsten von Null in 


dem Intervalle (a,b) abweichende Funktion von Gestalt (1) ist, @(), wie 
aus Formel (12) ersichtlich, in der Gestalt 


i=p 
o(%) = >) 6,%(2,) 
fo 


dargestellt werden kann, wo die Zahlen C,, C,,---, C, nicht von (x) 
abhiaingen, und die Reihe 


Cy f(%), Cyf(%s), > +» Spf) 
keine zwei Zahlen mit entgegengesetztem Vorzeichen enthilt. 
Daraus folgt, daB wenn 


a(®) nicht = «, D(z) 


ist, wo zg irgend eine im Intervalle (a,b) gelegene Zahl bedeutet, so wird 
das Maximum des absoluten Betrages einer jeden am wenigsten von Null in 
dem Intervalle (a, b) abweichenden Funktion von Gestalt (1) nicht weniger 
als zweimal im Intervalle (a,b) erreicht. 
Ist aber 
a(D) = «, D(z), 

und liegt 2 im Intervalle (a,b), dann ist offenbar jede Funktion von Ge- 
stalt (1), deren Abweichung von Null in dem Intervalle (a, b) gleich 


ist, und nur eine solche, eine am wenigsten von Null in dem Intervalle (a, b) 
abweichende Funktion von Gestalt (1). 
In diesem Falle ist «, offenbar nicht gleich Null. 
§ 5. 

Satz 2. Gibt es mehr als eine am wenigsten von Null in dem Inter- 
valle (a,b) abweichende Funktion von Gestalt (1), so kann man unter den 
am wenigsten von Null in dem Intervalle (a,b) alweichenden Funktionen 
von Gestalt (1) eine finden, deren absoluter Betrag im Intervalle (a, b) 
seinen griften Wert fiir nicht mehr als w Werte von x erreicht, wo 


n-+2 me 
M fiir n gerade, 


n 1 = 
x fiir n ungerade 
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ist. Ist die Anzahl dieser Werte von x gleich u, so sind bei geradem n die 
beiden Zahlen a und b unter ihnen enthalten, bei ungeradem n mindestens 
eine dieser Zahlen. 

Beweis. Es sei y eine am wenigsten von Null in dem Intervall (a, b) 
abweichende Funktion von Gestalt (1), L ihre Abweichung von Null in 
dem Intervalle (a, b), 


(15) Ly, Hq, ++ Ly 


simtliche in dem Intervalle (a,b) gelegenen und voneinander verschiedenen 
Wuarzeln der Gleichung 
L?—y'=0. 
Es sei 9 eine andere am wenigsten von Null in dem Intervalle (a,b) ab- 
weichende Funktion von Gestalt (1). 
Bezeichnen wir die Differenz 


W—Yy 
mit v(#). Dann kénnen nicht mehr als « der Zahlen (15) der Gleichung 
(16) v(x) == () 


geniigen, und wenn genau mw der Zahlen (15) der Gleichung (16) geniigen, 
dann sind bei geradem » die beiden Zahlen a und } unter diesen u Zahlen 
enthalten, bei ungeradem m mindestens eine dieser Zahlen. 

In der Tat, jede der Zahlen (15), die von a und b verschieden ist 
und der Gleichung (16) geniigt, muB eine Warzel von gerader Vielfach- 
heit fiir diese Gleichung sein. 

Da 

@(v) = a(4) — a(y) = 0 
ist, so wird die Funktion 
w(r)=y +e v(z) 
eine Funktion von Gestalt (1) sein, welchen Wert die Zahl 9 auch haben mag, 
Setzen wir aber 
0<e<l, 

so findet dann.fiir jeden Wert von z, der der Gleichung (16) nicht geniigt, 
mindestens eine der Ungleichungen 

.2 2 2 2 
“an w(z)<y*® oder w*(xz)< 4 

Daher ist der absolute Betrag von w(x), fir alle im Intervalle (a, b) 
gelegenen und der Gleichung (16) nicht gentigenden Werte von z, kleiner 
als L. Fir die Werte von z, die der Gleichung (16) geniigen, ist 


w(2) —y = 9. 
Da nun unter diesen letzteren Werten von z nicht mehr als uw der Zahlen 


—< 
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(15) enthalten sind, so erreicht der absolute Betrag von w(x) seinen 
gréBten Betrag L nicht mehr als fiir « Werte von z. 

Erreicht ferner der absolute Betrag von w(x) den Wert L fiir genau wu 
im Intervalle (a, 6) gelegene Werte von z, so sind unter diesen » Werten 
von x beide Zahlen a und b enthalten bei geradem m, mindestens eine 
dieser Zahlen bei ungeradem n. 


§ 7.) 
Gehen wir tiber zu dem Falle 


f x ad*® 
0(0) = (6) = (TS), 
wo x eine ganze positive Zahl <n, z eine gegebene Zahl bedeutet. In diesem 
Falle geht die Gleichung (9) in 
a” (F(z) w(2)) = 


( 
dz* 


(17) 
iiber. 

Entwickeln wir diese k* Ableitung des Produktes zweier Funktionen 
nach der Leibnizschen Formel, so erhalten wir 


(18) F(z) w(2) + ; F&-»(z)p'(2) +--+. + F(z) p(s) = 0. 


Da die Zahlen 
w(z), w'(z), em y"-P)(z) 
ganz willkiirlich sind, so besagt die Gleichung (18), daB fiir 


s 


x*n—p 


notwendig 
FO (2) = Fe- (2) =--- = F(z) = 0,7 
ftir 
x*>n—p 
notwendig 
FO(2) = Fe-9(2) =... = Fe-"+P)(z) = 0 


sein muB. 
Wir bemerken noch, daB im Falle 
p<n, *«>n—p 
die Reihe 
x, x—l1,--,*x—n+p 
mindestens zwei positive Zahlen enthilt, die nicht gréBer als p sind. 
Fiinde also bei p<m die Gleichung (17) fiir jede ganze Funktion 


*) Im § 6 ist ausfiihrlich der Fall n=2 untersucht, und sind einige Beispiele 
fir n=—3, n=4 betrachtet. Die Formel (17) entspricht der Formel (44) des Ori- 
ginals usw. 







| 
| 
| 
; 
| 
} 
| 
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von nicht héherem als (x —p)*™ Grade w(x) statt, so wiirde entweder der 
Grad von F(x) kleiner als p — 1 sein, oder aber die Gleichung 
F(z) =0 

wiirde imaginiare oder gleiche Wurzeln besitzen. 

Ist daher 

a(%) = 9” (z), O<xe<n, 
so muB der absolute Betrag einer jeden am wenigsten von Null in dem 
Intervalle (a,b) abweichenden Funktion von Gestalt (1) seinen gréBten 
Wert im Intervalle (a,b) fiir mindestens » Werte von x in diesem Inter- 
valle erreichen. 
§ 8. . 
a(®) = O)(z) = n! P,*), p<n+1, 

so geht die Gleichung (9) bei 


Ist 


(x) am gg P 
in 
d (Fos Be =n! =O 
itiber, was unméglich ist. 
Ist daher 
a(D) = O™(z), 


so erreicht der absolute Betrag einer jeden am wenigsten von Null in dem 
Intervalle (a,b) abweichenden Funktion von Gestalt (1) seinen gréBten 
Wert im Intervalle (a,b) fiir mindestens »+1 Werte von z in diesem 
Intervalle. 
Dasselbe gilt fiir den Fall, dab 
a(D) = D(z) 
ist, wo 2 irgend eine nicht im Intervalle (a,b) gelegene Zahl bedeutet. 
(Von dem Falle, dab 
a(®) = O(z) 
ist und zg im Intervalle (a, b) liegt, war schon in § 4 die Rede.) 
In der Tat, in diesem Falle lautet Gleichung (9) 
F(z) v(z) = 9, 
und da w(z) willkiirlich ist, mub 
F(z) =0 
sein. 
Das ist aber unméglich, da alle Wurzeln der Gleichung 
F(z) =0 


im Intervalle (a,b) liegen. 


*) Mit nm! bezeichnen wir das Produkt 1-2---n. 











Polynome, die miglichst wenig von Null abweichen. 223 


Aus Satz 2 folgt, daB in den beiden Fallen, von denen in diesem 
Paragraphen die Rede war, nur eine einzige am wenigsten von Null in 
dem Intervalle (a,b) abweichende Funktion von Gestalt (1) existiert. 


§ 9. 
Aus dem in §§ 7 und 8 Gesagten und aus Satz 2 folgt, dab wenn 
a(%) = Oz), O<x<n 


und » > 3 ist, nicht mehr als eine am wenigsten von Null in dem Inter- 
valle (a,b) abweichende Funktion von Gestalt (1) existieren kann. 

Ist » = 1, so ist x — 1—yn, und aus § 8 folgt dann, da in diesem 
Falle nicht mehr als eine am wenigsten von Null in dem Intervalle (a, b) 
abweichende Funktion von Gestalt (1) existieren kann. 

Dasselbe gilt fiir den Fall, dab n = x = 2 ist. 

Ferner folgt aus Satz 2, daB im Falle n = 2, x =1 nicht mehr als 
eine am wenigsten von Null in dem Intervalle (a,b) abweichende Fuank- 
tion von Gestalt (1) existieren kann, falls nicht die Gleichung 

o((2 —a)(a4 —b)) = 22 —_a—b=0 
stattfindet, d. h. falls nicht 
Pom a+b 
2 
ist. 


Ist aber n = 2, x= 1 und «= a so gibt es (wie in § 6 gezeigt 


ist) in der Tat unendlich viele am wenigsten von Null in dem Inter- 
valle (a,b) abweichende Funktionen von Gestalt (1). 


§ 10. 
Ehe wir weiter gehen, schicken wir zwei einfache algebraische Hilfs- 


sitze voraus. 

Hilfssatz 1. Besitet die Gleichung 
(19) G(2) = 2°+ A,a*-'+---+A,_,2+A,=—0, 
wo s irgendeine positive und ganze Zahl bedeutet, keine imagindren Wurzeln, 
so findet bei jedem ganzen und positiven Werte von x <s die Ungleichung 

(G)(a))? — GY¢-Y(x2) Get Y(2) > 0 

fiir alle reellen Werte von x mit Ausnahme der Wurzeln der Gleichung (19) 
von hiherer als x‘** Vielfachheit statt. Fiir diese Ausnahmswerte von x geht 
die Ungleichung in eine Gleichung iiber. 


$ 11. 
Hilfssatz 2 Ls seien sémtliche Wurzeln der Gleichung 


(20) G(x) =a + Aya-*+---+A,— 0, 
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dic wir mit 


T, Uy, ***, &, 
bezeichnen, reell, es sei 2 eine Wurzel der Gleichung 
G(x) = 0, 
wo x irgendeine ganze nicht negative Zahl < s ist und es werde 
G(x P 
G(2) = 5, l=1,2,---,8 


gesetat; dann gibt es in der Reihe 
(21) G(z), GY (2), ---, GO(e), GE+D(e) 
keine zwei Zahlen von entgegengesetztem Vorzeichen. 

Zahlen aus der Reihe (21) kinnen nur dann gleich Null sein, wenn z 
eine Wurzel der Gleichung (20) von hiherer als x** Vielfachheit ist. (Ist 2 
eine Wurzel der Gleichung (20) von hdherer als x +1" Vielfachheit, so 
sind saémtliche Zahlen der Reihe (21) offenbar gleich Null.)*) 


Kapitel I. 
§ 13. 
Wir setzen nun, was die Allgemeinheit nicht beeintrichtigt, 
a=-—l, b=1 
und beschrinken uns auf den Fall, dab 
a(D) = O”(z) 
ist, wo x irgend eine ganze nicht negative Zahl < m bedeutet. 
Wir schlieBen die beiden Fiille: 
1) x = 0 und zg im Intervalle (a,b) gelegen; 
2)n=—2,x—1, gute a 
aus der Betrachtung aus. ; 


Aus dem Vorhergehenden folgt, daB in dem Falle, den wir jetzt be- 


trachten, nur eine einzige am wenigsten von Null in dem Intervalle (a,b) 
abweichende Funktion von Gestalt (1) existiert. 


Wir bezeichnen diese Funktion mit 
y=f(x), 
ihre Abweichung von Null im Intervalle (a, b) mit L, die im Intervalle (a, b) 
gelegenen Wurzeln der Gleichung 
(22) L?—y'=0, 


*) Wir lassen die einfachen Beweise dieser zwei Sitze weg. 

In § 12 wird gezeigt, das der Fall, wo a und b beliebige Zahlen sind, sich 
leicht zuf den Fall a = — 1, 6 = 1 zuriickfiihren 148t. Die Numerierung der Formeln 
ist hier wieder entsprechend geindert. 
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die wir nach wachsendem Werte ordnen, mit 


Wy, Ty, ++", By. 
Da im Falle x >0 keine Funktion von Gestalt (1) eine Konstante 


sein kann, so folgt aus dem Vorhergehenden, daB im Falle x > 0 nur zwei 
Voraussetzungen hinsichtlich p gemacht werden kénnen, 


p=n-+1 oder p—=n. 


Was den Fall x = 0 betrifft, so ist, wie wir spiter sehen werden, in 
diesem Falle 
p=n+1. 


Ist nun p=x+1, so mub y der Differentialgleichung 
(23) P—y= — y” 


gentigen, da jede Wurzel der Gleichung (22), die im Intervalle (a,b) ge 
legen und von a@ und b verschieden ist, eine Wurzel gerader Vielfachheit 
sein muB. 


Aus Gleichung (23) folgt 


(24) =+LS8,(z), 
wo 
S, (x) = Cos (n are Cos x) 
ist. 
Die Funktion (24) ist in der Tat eine ganze Funktion und ihr abso- 
luter Betrag erreicht im Intervalle (a, 6) seinen gréBten Wert L fir 
genau » +1 Werte von 2, und zwar fiir 


n—1 


n 
3, = —1— Cos —a yo? 
n n 


, ®, = Cos 
n—I+41 

B, **% 
n 


#, = Cos 


1 0 
8,— Cos—a, 8,,,;— 1 — Cosa. 


Da y eine Funktion von Gestalt (1) sein soll, so muB 


Lo —— 
* 8,” @) 
sein. 
Wir haben somit, falls p = » + 1 ist, 
~- a 
(25) y = S® (2) S,(x), 


a 
se) (2) 
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§ 14. 
Ist x =m, so folgt aus dem Vorhergehenden p=m»-+1, und daher 
ist bei x =m 
(26) y= —~_ §,(2), 


2" nt 


«l 
— a"—I ny 
Es ist leicht zu sehen, daB in diesem Falle die Glieder der zur 
Funktion (26) gehérenden Reihe (8) siimtlich von einem und demselben 
Vorzeichen sind. 
In der Tat, es wird sich dann um die Reihe 


n!(—1)'— -: S,(#,), n!(—1) 1, Sas); ree, 


2" — 1H) 


| = n+1 @ . 2 . 
n!(— 1) sei, Sal On 41) 


handeln, und da 
S,(#,) = Cos (n —1 +1)” = (—1)*-'*! 
ist, so sind saimtliche Glieder der Reihe gleich 


as te ; —— ig 
Daraus folgt der folgende Satz von Tschebyscheff. 
Satz: Die Funktion 


D | 
— Cos (n are Cos z) 
2 


weicht von Null in dem Intervalle (— 1,1) weniger ab, als jede andere ganze 
Funktion n™ Grades von x, deren Koeffizient von x” gleich @ ist. 


§ 15. 
Die zur Funktion (25) gehérenden Funktionen (6) und (7) lauten jetzt 


2 se 
x*—1)S,, (x) 


gn-1 ? 
2 


F(z) = 


n 
(a*— 1) S/ (a) 
2*~*n(e—o,)’ 


F(z) = 


und folglich geht die zur Funktion (25) gehérende Reihe (8), nachdem 
wir ihre Glieder simblich durch 


(—1)*** a 


—1i “)/, 
2" * n 8) (2) 
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dividiert haben, in 


d*® (— 1) 8; ”) d” (fe avs 1) S, 2) d* (= 1) a) 
97 z—@, s— 9, e—@, 4; 
(2 7 ) xs to a 
dz ? dz” ? ’ dz” 
iiber. 


Nach Satz 1 kann die Gleichung (25) dann und nur dann stattfinden, 
wenn es in der Reihe (27) keine zwei Zahlen von entgegengesetztem Vor- 
zeichen gibt. 

Fiir x = 0 geht die Reihe (27) in 
oo" 2*—1)Si(2) (2? — 1) Si(z) (2? — 1) S/(z) 

(28) —s, | a , +, Se 

iiber, und da ¢ nach Voraussetzung im Falle x ~ 0 nicht im Intervalle 
(a, b) liegt, so sind die Glieder der Reihe (28) siimtlich von einem und 
demselben Vorzeichen. 

Ist also 

o(®) = D(z) 


und liegt z nicht im Intervalle (a,b), so ist 


a —_ 
y — S 2) 5, (2), 


ne 8 (6) 
§ 16. 
Wir schlieBen die eben betrachteten Fille x = 0 und x =» nunmehr 
aus der Betrachtung aus, und nehmen im folgenden 
O<x<n 
an. 
Wir bezeichnen mit 
bi be: eae = 
die nach wachsendem Werte geordneten Wurzeln der Gleichung 
(29) S&+0(z) = 0, 
mit ®,(#) die Funktion 


(a*— 1) Si (a 


) = (a +1) 8’(2). 


x _ #,, +1 
Es ist leicht zu sehen, dab fiir x < »— 1 die Wurzeln der Gleichung 
(30) O(0)(2) = (@ +1) S*9(2) + x 8(x) = 0 


und die Wurzeln der Gleichung (29) einander trennen. 
In der Tat, das Vorzeichen von ®”() ist fiir (zahlenmaBig) gentigend 
groBe negative Werte von xz identisch mit dem Vorzeichen von 


(— 7", 
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fiir z= ¢, identisch mit dem Vorzeichen von 
(—1p-*—, 
da 
Oe (£,) = x 8(6), 
das Vorzeichen von S(zx) fir (zahlenmiBig) geniigend groBe Werte 
von z identisch mit dem Vorzeichen von 


(—_ 1)*-* 
ist und die Gleichung 
Sz) == 0 
genau | Wurzeln besitzt, die kleiner als ¢, sind. 
Ebenso finden wir, indem wir mit Y,(x) die Funktion 


(a? — 3 S; (x) 


Pa DSO — (1) 8; (2) 
_ bezeichnen, daB fiir x<»—1 die Wurzeln der Gleichung 
(31) Y)(x) = (w— 1) S&+(z) + x S(x) = 0 


und die Wurzeln der Gleichung (29) einander trennen. 
Wir bezeichnen mit 


(32) Ei Es, pate! Rane 
die nach wachsendem Werte geordneten Wurzeln der Gleichung (30), mit 
(33) Tas Nar °°") Un—x 


die ebenfalls nach wachsendem Werte geordneten Wurzeln der Gleichung (31). 
Nach Bewiesenem ist fiir x <n — 1 


B< ai< &< &< ; =e < a a « Reis 
"1 < i< Ng < &< da daw {n—x—1 < Ronsne < “n—x° 
Ferner bemerken wir, daB 
£ <7 
: : 1 ii 
ist, da das Vorzeichen von 
OY (,) = 2S" (m,) 
mit dem Vorzeichen von 
(— 1)"-*-1 


identisch ist. 
Ebenso ist 
Mn- 2 > Sax: 
Endlich ist es leicht zu sehen, daB die Zahlen (32) und (33) einander 
trennen. 


In der Tat, aus der Voraussetzung, daB zwischen zwei konsekutiven 


Zahlen (33) 


y, und 44 
zwei Zahlen (32) 


&, und &,,, 
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liegen, wiirde folgen, daB die Gleichungen 
YO (E;) —— 25¢+%(E), 
WO (Es 44) Te 280+(E 4), 
die tatsichlich statthaben, unvertraglich sind, da die Zahlen 
S@+0(E,) und S%t+(E,, 5) 
von entgegengesetztem Vorzeichen sind, wihrend aus unserer Voraus- 
setzung folgen wiirde, dab die Zahlen 
¥&(E,) und We (E541) 
von einem und demselben Vorzeichen sind. 
Daher enthilt jedes der Intervalle 
(34) ("15 9), ("5 Ns), baat (Ye x—19 -_ 
nicht mehr als eine der Zahlen 
ba, Es, sede Sn — x2 
und da diese Zahlen alle im Intervalle (y,,7,_,) liegen, so enthalt jedes 
der Intervalle (34) eine dieser Zahlen. 
Somit ist 
é, < "1 < 4 <&.<1g< 4 < — < Bi nanet 4 ee | ae <t,..s4 Gua 


Daraus folgt, daB in der Reihe (27) das erste und letzte Glied dann 
und nur dann nicht von entgegengesetztem Vorzeichen sind, wenn ¢ in 
einem der Intervalle 
(35) (— oo, é,), (nm, Es), (Ne, Ns) thy (9-2-1) a * (%,— x9 oo) 
liegt. 

Wir wollen beweisen, daB wenn ¢ in einem der Intervalle (35) liegt, 
die Reihe (27) keine zwei Glieder von entgegengesetztem Vorzeichen 
enthilt. 

Dazu bestimmen wir das Vorzeichen der Funktion 
(36) a* (x 33 @;(x)) 


wo zur Abkiirzung 
eed 1) S,( ‘ ‘ 
= ae — Plz); ba 2,3,-++,m 
gesetzt ist, fiir z= &,. 
Wir haben 


(Fe) em GN 9G) + x9P-E) = @— 1) 9K), 


da 
oF (&,) - (* Soe) en (€,— 4,) p;”(&,) + x9,"~ (&,) = 0 


ist. 
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Nun ist nach Hilfssatz 2 


gf) 
von demselben Vorzeichen wie 
Oe+(E), 


n = 


d. h. von demselben Vorzeichen wie 
(— 1)-*- i 
Folglich ist die Funktion (36) von demselben Vorzeichen wie 
(— Ppwensts 
Ebenso finden wir, daB die Funktion (36) fiir «= y, von demselben 
Vorzeichen wie 
ly-* —4 
ist. 
Somit muB in jedem der Intervalle 
(1, %)» (Ee, M9)» ~~» (En—x2 Mn—x) 
eine Wurzel der Gleichung 
d* ((a — 1) @,(x)) ~0 


4 


dz 
liegen; auBerhalb dieser Intervalle aber wird die Funktion (36) nie Null. 


Daraus folgt, daB die Funktion (36) im ganzen Intervalle (n,, & 
von demselben Vorzeichen wie 


i+1) 


(— Lp-#-*, 
d. h. von demselben Vorzeichen wie 
O (n;) 


ist. 

Auch in den Intervallen (-- 00, £,) und (y,_,, oo) sind die Funktionen 
(x) und (36) nicht von entgegengesetztem Vorzeichen. 

Somit enthialt die Reihe (27), falls ¢ in einem der Intervalle (35) ge- 
legen ist, keine zwei Zahlen von entgegengesetztem Vorzeichen. 

Folglich findet die Gleichwng (25) dann und nur dann statt, wenn z 
in einem der Intervalle (35) gelegen ist oder, was dasselbe besagt, dann und 
nur dann, wenn 

OW (2) ¥)(2) > 0 
ist. 
§ 17. 
Unter anderem findet die Gleichung (25) im Falle 
S¢+(z) an () 
statt. 
Bemerken wir, daB im Falle 


* =n (mod. 2) 
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die Gleichung 
su+n(0) = 0 


statthat, folgender Hilfssatz daraus folgt, der in gewissem Sinne eine Ver- 
allgemeinerung des in § 11 wiedergegebenen Tschebyscheffschen Satzes 
darstellt. 

Satz. Die Funktion 


a-x 
> (n—%x 
(— 1) . ( 9 te 
ale a — Cos(m are Cos x) 
a tn("E*_1)("F*—2) += fat) 


weicht in dem Intervalle (— 1, 1) fiir jeden ganzen positiven Wert von x < n, 
der der Kongruenz 
x =n (mod. 2) 


geniigt, von Null weniger ab als jede andere ganze Funktion von x von 
nicht hiherem als n*™ Grade, deren Koeffizient von x* gleich @ ist. 
Der Faktor 


ist fiir x =n —2 durch 
fiir x =n durch 


zu ersetzen. 
§ 18. 
Wir bemerken, daB die Wurzeln der Gleichung 
(37) S*-(z) = 0 
ebenfalls in den Intervallen (35) liegen. 
In der Tat, folgt aus der Gleichung 


(1 — 2) 8/3(a) 
1 — §3(2) =“ # =a) 


durch Differentiation die Gleichung 
(a®@—1)S" (x) + 7S‘ (x) = n*8, (2), 
und differentiieren wir diese letztere Gleichung x—1 mal, so erhalten wir 


die Gleichung 
(38) (a#®—1)S&+(x) + (2x—1)2 S(x) = {n?—(x —1)?} S¢-(z). 
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Aus Gleichung (38) folgt fiir diejenigen Werte von z, die der Glei- 
chung (37) geniigen, 


% y(x +1) 
¥ a (2?—1)S (x) 
S“) (a2) = — s 


(2x—1)z 
Folglich ist fiir diese Werte von z 
v(x + 1) 
OY) (a2) — (x + 1) S& +(x) + x Sx) = Sn__(@) (x+1){(x—1)z +x}, 


(2% —1)z 


. S?+D (a) | 
YY) (x) = (@— 1) S&+9(x) + x SH (a) — or — bee 1){(x—1)a — x}. 
Diese Formeln zeigen, daB fiir diejenigen Werte von z, die der Glei- 
chung (37) geniigen, 
O”)(z) und Y(z) 
von demselben Vorzeichen wie 
SY“ +) (a) 


(2% —1)z 
sind, und da® folglich die Wurzeln der Gleichung (37) simtlich in den 
Intervallen (35) liegen. 


Da die gréBte Wurzel der Gleichung (37) gréBer als ¢,_, ist, so ist 
Si + (a) | 
(2x—1)z 


und folglich auch 
O”)(z) und Y(z) 

positiv fiir diese Wurzel, d. h. diese Wurzel ist gréBer als y,_,. 

Ebenso finden wir, daB die kleinste Wurzel der Gleichung (37) kleiner 
als &, ist. 

Folglich liegen die Zahlen (32) und (33) simtlich zwischen der 
kleinsten und der gréBten Wurzel der Gleichung (37). 

Unter anderem liegen die Zahlen (32) und (33) fir x= 1 samtlich 
zwischen 


x m4 
— Cos und Cos —, 
2n 2n 


fiir x — 2 liegen die Zahlen (32) und (33) simtlich zwischen 
—Cos* und Cos ~. 
n n 


Offenbar liegen die Zahlen (32) und (33) auch fiir x >2 samtlich 
zwischen 


—Cos~ und Cos— 
n n 


Folglich wird die Gleichung (25) sicher statthaben, falls 


‘ x 
|2|> Cos 2, 
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und auch, falls 
ov, |z| > Cos — 
ist. 
§ 19. 


Wir gehen zur Betrachtung der Voraussetzung 
p=" 
tiber. 
Unter dieser Voraussetzung geniigt die Funktion 


F(z) - I] (%—4,) 


der Bedingung 
(39) F(z) = 0, 
und die Reihe 
(40) F,™(2)(—1)' f(a), Fe (2) (— 1)*F(%), -- +, P(e) (— 1)" F@,), 
wo 
(en) — 2 
I (2) = x sae x, 
gesetzt ist, enthailt keine zwei Glieder von entgegengesetztem Vorzeichen. 
Auf Grund von Hilfssatz 2 kann man die Reihe (40) durch die Reihe 
(41) (—1)'f(x,), (—1)*F(a), «-+, (— 1 F(@,) 
ersetzen. 
Umgekehrt, erreicht der absolute Betrag irgend einer Funktion von 
Gestalt (1) h(x) seinen gréBten Wert im Intervalle (a, b) fiir genau » 
Werte von z in diesem Intervalle 


0,< << O,, 





ist zweitens 


l=n 
@(JJe— es) 
t=1 
dz” =%, 
und sind endlich die Zahlen der Reihe 
(— 1)*h(Q,), (— 1)? h(@y), «++, (— 1)" h(e,) 
simtlich von einem und demselben Vorzeichen, so ist die Funktion h(x) 
eine am wenigsten von Null in dem Intervalle (a,b) abweichende Funk- 
tion von Gestalt (1). 
§ 20. 
Beziiglich der Zahlen 
(42) Dy, Uy, ***, Ly 
kénnen vier verschiedene Voraussetzungen gemacht werden: 
1. Unter den Zahlen (42) ist a = — 1, aber nicht b= 1 enthalten, 


Mathematische Annalen. LXXVII. 16 
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2. Unter den Zahlen (42) ist b = 1, aber nicht a = — 1 enthalten. 

3. Unter den Zahlen (42) sind beide Zahlen a = —1 und b= 1 ent- 
halten und der Grad von y ist gleich nm — 1. 

4. Unter den Zahlen (42) sind beide Zahlen a = — 1 und 6 =—1 ent- 
halten und der Grad von y ist gleich x. 

Greift die erste dieser Voraussetzungen Platz, so geniigt y der Diffe- 
rentialgleichung 
(43) [} — yt SEVE—% ys, 


n® 

wo ¢ irgendeine konstante Zahl bedeutet. 

Aus Gleichung (43) folgt 
(44) y=+ LS, (e — ‘); 
wobei ¢ aus der Bedingung (39), + Z aus der Gleichung 

a(y) =/(z)=« 

zu bestimmen sind. 

Der absolute Betrag der auf diese Weise bestimmten Funktion (44) 
erreicht seinen gréBten Wert im Intervalle (a, 6) genau » mal dann und 
nur dann, wenn 


e>1, Sry? 4 St ot: 


n 2 
d. b. dann und nur dann, wenn 
L<cSl1+2Tg’,. 
ist. 
Liegt aber die Zahl ¢ in den eben angegebenen Grenzen, so findet 
auf Grund des vorigen Paragraphen die Gleichung (44) wirklich statt. 
In diesem Falle unterscheidet sich die zu y gehérende Funktion F(z) 


von der Funktion 
©, (v) = (v+1)S{(v), 
wo 
2@2+1—e 
tin 2+ € 


e-+1 
ist, nur um einen Zahlenfaktor. 
Bezeichnen wir daher die nach wachsendem Werte geordneten Wur- 
zeln der Gleichung 


F(x) = 0 
mit 
: G15 a, °°", Enix 
so haben wir 
e+1 f c—1 
&;= 9 Di + 9 4 


Nimmt c 
von 1 bis 1 + 2 Tg? — 


2n 
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zu, so nimmt ¢, 
von & bis 4,— (1 + Tg’) & + Tg’ — 

zu. 

Wir bemerken noch, daB fiir z= £&, die Funktion (44) der Funk- 
tion (25) gleich ist. 

Also, die Gleichwng (44) findet dann und nur dann statt, wenn z in 
einem der Intervalle 

(&, 4,); (&, Ay), % (Ex A, _.) 

liegt oder, was dasselbe besagt, dann und nur dann, wenn 


(x (x ‘og? ~. — Sin? * 
0) (2) O*) (2 Cos? — — Sin z) <0 
ist; nur fiir z= &, ist 
p=n+1; 
ist aber ¢ = 1,, so greift nicht die erste, sondern die vierte Voraussetzung 
dieses Paragraphen Platz. 


Liegt z im Intervalle (&,, 4,), so gibt uns die Bedingung (39) zur Be- 
stimmung von ¢ die Gleichung 


c 1 e—1 
7 g; — ¥ é; + 2 ? 
woraus 
22 rai é; + 1 
&:+1 
folgt. 


Liegt folglich z im Intervalle (&;, 4,), so ist 


ate (tpe—s 


= i+z +&), 


a+e)" srg) * 
(1+ 2)” ; oe ; 
1+6)* | SM) 
Wir bemerken, daB 


s= 


A, <0; 
ist, da sonst fiir 2 = 4, zwei verschiedene am wenigsten von Null in dem 
Intervalle (a,b) abweichende Funktionen von Gestalt (1) existierten, unter 
denen eine Funktion vorhanden wire, deren absoluter Betrag seinen gréBten 
Wert im Intervalle (a,b) »+ 1 mal erreicht, was unméglich ist. 


§ 21. 
Ebenso finden wir, daB der zweiten Voraussetzung die Funktion 
™ , (2a#—1-—d 
(45) y-+L58,(" 7-3 ) 


entspricht, wobei die Zahl d aus der Bedingung (39), + Z aus der Gleichung 


o(y) = /(e) =—« 
zu bestimmen ist. 


16* 
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Die Gleichung (45) findet dann und nur dann statt, wenn z in einem 
der Intervalle 
(#4, M1), (a> Me)s °°» (Hy —x9 "n—x) 
liegt, wo 
uy — (1 + Tg?) 1, — Te 
ist oder, was dasselbe besagt, dann und nur dann, wenn 
WY (2) WO 2 (Cos? ~ + Sin?) <0 
ist; nur fir z= 4, ist die Funktion (45) der Funktion (25) gleich und 
p=n+1; 
ist aber ¢=—4,, so greift nicht die zweite, sondern die vierte Voraus- : 


setzung des vorigen Paragraphen Platz. 
Liegt ferner 2 im Intervalle (u,, 4;), so ist 
QQ—s"e_ ¢ (A—n)@—2) 
= Ss = 
y (1 —n)* S&(n,) n ( t— g + ni) ’ 
(1 — 2)” |_¢ 
Q—ay” |S) 


Wir bemerken, daB, den Fall 


L= 





n=2, x=1, 4,—4,=—0 
ausgenommen, stets die Ungleichung 
Ay< my 
gilt, da sonst dem Werte z = 4, zwei verschiedene am wenigsten von Null 


in dem Intervalle (a,b) abweichende Funktionen von Gestalt (1) ent- 
sprechen miiBten, was, den obgenannten Fall ausgenommen, unméglich ist. 


§ 22. 
Die dritte Voraussetzung gibt 


46 = = S \ ’ 
( ) y s® @ n—1 2) 
= Flesh 
S” (2) 


Die Gleichung (46) finde offenbar nur fiir 


Fawn W,, VW, *°°>, = 92 


stati, wo 
(47) Vip Vg, °°, ¥ 
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die nach wachsendem Werte geordneten Wurzeln der Gleichung 
a ((2*—1) 8; _,(@)) 
da” ne 





0 
bedeuten. 
§ 23. 
Beachten wir, daB fiir 
x nicht = (mod. 2) 


eine der Zahlen (47) gleich Null ist, so erhalten wir folgenden Satz. 
Satz. Die Funktion 


n—1—x 
(—1) * (*"=—\10¢ 
( ~ ) —_—_——— Cos ((n— 1) are Cos x) 


a oe (ett) 





= 





weicht im Intervalle (— 1,1) fiir jeden ganzen und positiven Wert von x<n, 


der der Kongruenz 
x =n (mod. 2) 





nicht geniigt, von Null weniger ab, als jede andere ganze Funktion von x 
von nicht hiherem als n*" Grade, deren Koeffigient von x* gleich @ ist. 
Der Faktor 


(—1) a 
Penn MEE) CHEE a) ar 
ist fiir x =n —3 durch 
1 


2"—4(n — 1) , 
fiir x =n—1 durch 
| 1 
9" - 2 
gu ersetzen. 
§ 24. 


Wir gehen zur Betrachtung der vierten Voraussetzung tiber. 
Greift diese Voraussetzung Platz, so besitzt die Gleichung 
y=0 
auBer den Wurzeln 
Ug, Uy, ***y Uyiy 
noch eine Wurzel £. 
Diese Wurzel muB einer der Ungleichungen 


Bsa=--1, B2b=1 
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geniigen, da sonst in der Reihe (41) Zahlen von entgegengesetztem Vor- 
zeichen vorhanden wiiren. 


Aus dem Vorhergehenden folgt, daB der Fall 


B=a=—1 
nur fiir 
a= U,, z= fly, +, oe Un x 
der Fall 
p=b—1 
nur fiir 
a=mi,, c=, +--+, md, 


stattfinden kann. 

In den beiden eben erwihnten Fallen werden Funktionen, die schon 
oben betrachtet sind, als die am wenigsten von Null in dem Intervalle (a, b) 
abweichenden Funktionen von Gestalt (1) sich herausstellen. 

Nehmen wir nun 

B >b=—1 
an. In diesem Falle wird der absolute Betrag von y zuerst zunehmen, so 
lange von b=1 bis 6 zunimmt, dann bei weiterem Zunehmen von 2 
erst bis zu Null abnehmen und dann unbegrenzt zunehmen. 

Zugleich damit wird die Gleichung 





(48) L—y’?=0 : 
auBer den nm — 2 zweifachen Wurzeln ; 
(49) Boy Uy °° *y By_y 
und den zwei einfachen 

(50) a=—1, b=1 


noch die zwei Wurzeln 


y>6 und dO>y 
besitzen. 


Ebenso besitzt die Gleichung (48) im Falle 
pB<a=—1 
auBer den Zahlen (49) und (50) noch die zwei Wurzeln 
y<f6 und d<y. 
In beiden Fiillen geniigt die Funktion y der Differentialgleichung 


p (1i— x*\(@— y)(a@— 8) 4 
(51) D—y= “NG 7 y’ 


Wir bemerken, daB Zolotareff in seinem Aufsatze ,Anwendung der 
elliptischen Funktionen auf Fragen betreffend die am wenigsten und am 
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meisten von Null abweichenden Funktionen“ die Lésung der Gleichung 
(51) durch elliptische Funktionen ausgedriickt hat. Wir wollen uns aber 
mit dieser Bemerkung begniigen. 


§ 25. 


Wir setzen 
i=n 
(a) ae 
Aes = W(x) = p. q,z"~'. 
i1=0 
Nehmen wir dann 
B>1 


an, so haben wir zur Bestimmung der Koeffizienten der Funktion W(x) 


dos Ui» °° *s In 
und der Zahlen 


Tg Ls) ? Dae. B, Y und fi) 
die Gleichungen 
W(—1) =1, 
W (a) = \— 1)', W" (a) = Q, 
W (a) _ {— 1), W’ (ars) as 0, 
(52) ) W@,-1) =(-1"’, W'(a,_1) = 9, 
wa) =—(1ty", w(p) =90, 
W = —-1)-', j=n—1 t 
= SB a* ((@*—1) J] @ —2)) 
Wis) =(—1), } | pe. | 
J _—— int | a 0. 





Damit die vierte Voraussetzung Platz greife und auberdem 
p>1 
sei, ist notwendig und hinreichend, dab die Gleichungen (52) eine solche 
Liésung zulassen, daf die Zahlen 


(53) Hy, Uyy °°", Vy_ay B 
reell, endlich und den Ungleichungen 
(54) —1<ay<cay<---<4yi<l<B 


geniigend ausfallen. 

Mehr als eine solche Lésung kénnen die Gleichungen (52) nicht zu- 
lassen, da sonst mehr als eine am wenigsten von Null in dem Inter- 
valle (a,b) abweichende Funktion von Gestalt (1) existierte. 

Wir wollen beweisen, daB, den Fall 


n= 2, x= 1, A= y= My 
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ausgenommen, die Ungleichungen 


A<ly,< oy, 
stattfinden und daB, wenn 

1<e<y, 
ist, die Gleichungen (52) eine solche Lésung zulassen, daB die Zahlen (53) 
reell, endlich und den Ungleichungen (54) geniigend ausfallen. 

Dazu bemerken wir, daB fiir ze = 4, die Gleichungen (52) eine Lisung 
besitzen, fiir die 
W(x) = (—1)*8, (2 Cos* — -- Sin?~), 
1 H—1 
- (1 aa Tg) Cos" a+ Tg’, 


(55) = (1 + Tg*; =) Cos” ——a+Tg-, 


Ze. := (1+ Tg"; “) Cosa + Tg.” , 





B=y=1, d=—1 + 2Tg* = 
ist, und wollen nun unter 


(56) Ly, Zz, °**» Z,_1, B, y, 9 und W(z) 
solche Funktionen von z (die letzte auch von x) verstehen, die den Glei- 
chungen (52) geniigen und fiir z= 4, die Werte (55) haben. 

Die Ableitungen nach z der auf diese Weise bestimmten Funktionen 
in z (56) und der Funktion W’(z) wollen wir mit 

O2,, O25, ---, O2,_,, 9B, dy, 66, IW(x), OW’(z) 

bezeichnen. 

Differentiieren wir nun die Gleichungen (52) nach z, so erhalten wir 
die Gleichungen 
éW(—1)=0, 
OW(2,) +W'(a,) da =0, OW(a,.) +W(a,) Oa, =9, 
we) + we) ” = 0, = site dz, =0, 








(57) awe. 4h... es, ,=0, dW (", 4+ We... ,)o2z,_,= 9, 
dW(—1)=0, 

Wy) + W'(y) dy = 0, dW’'(p) + W"(p) 86 = 0, 
dW(d) + W’(d)dd =0 

Fe+(s) — Fy (2) da, —F, (2) da, —---— F, (2) dz,_, = 9. 
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Hier ist 


F(e) = (*—1) [] @—«), 


= F(z) 
F,(2) on &— 2, 
gesetzt. 
Aus den Gleichungen (57) folgt, wenn wir die Gleichungen (52) be- 
riicksichtigen, 
6W(—1) = 8W(a,) = dW(2,) =--- = dW(a,_,) = dW(1) = 0. 
Daraus schlieBen wir, daB 
(58) OW (a2) = AF(z) 
ist, wo A eine von x unabhingige Zahl bedeutet und folglich, daB 
| (59) OW’ (x) = AF" (z) 


ist. 
Ersetzen wir nun in den Gleichungen (57) 


OW(y), OW(d), OW'(x,), IW’ (a5), ---, OW'(a,_,), OW'(B) 
durch die fiir sie aus den Gleichungen (58) und (59) folgenden Werte 
und suchen wir aus den auf diese Weise erhaltenen Gleichungen 
| Ox,, 325, +--+, Oz,_,, OB, dy, 8d, 


za bestimmen, so kommt 








A(a,?—~ 1) 
d2,= ™ nq, (x; — B)’ 
AF’ (6) 
6p = — a 
w'®) ’ 
(60) a=" 
ve ~ nao —B)’ | 
A(é*— 1) 
18 — 0= 8 | 
Ersetzen wir aber in der letzten der Gleichungen (57) 
O2,, O23, -- +, O2,_; 


durch ihre Werte (60) und suchen wir aus der auf diese Weise erhal- 
tenen Gleichung A zu bestimmen, so kommt 


nq, F*" (e) 
es Se 
a“ —1 


(*) 7, 
i=? x B * ” 
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und ferner 
2 
4 F@ +) (z) 
éz,=— me 
j << >_ i ? 
= z,—6 F'® 
i=? ! 
6 — Nd FYt 1) (g) F’ (B) 
B= Ima—tis 4 ’ 
> prow’ 
i=? t 
(61) yt. 
/ FetD 
dy —_ / B . 
"7 ee Fs ic ae 
> cage F(z) 
i=xg 1“? 
d°—1 Fe +) (9) 
iu 
“— art 
an = FY” 2) 
— 





Wir bemerken, daB fiir jeden Wert von z, fiir den die Werte der 
Funktionen 


(62) Hy, Uy, °°", Ly _1, B 
reell, endlich und den Ungleichungen 
(63) —1<4,<4%,<---<4_4,<13S8 
geniigend ausfallen, die Ungleichung 
q% F’ (8) F’ (6) >0 


Ww’) OW") 
Yo 
statthat, da die Koeffizienten der héchsten Potenzen von x in den Funktionen 


W” (x) 


F’(x) und 
positiv sind, und die Gleichungen 
F'(z)=0 und W(x) =0 
fiir einen solchen Wert von z keine Wurzeln haben, die gréBer oder 
gleich 6 sind. 
Aus den Formeln (61) und auf Grund der eben gemachten Bemer- 
kung und des Hilfssatzes 2 schlieBen wir, dab 


) 


(64) Lg, Ly, ***, Z,_1, B, y und d 

stetige und mit ¢ zunehmende Funktionen von zg sein werden fiir jeden 
Wert von z, fiir den die Werte der Funktionen (62) reell, endlich und 
den Ungleichungen (63) geniigend ausfallen. 








nd 














== 
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Da die Gleichungen 


o;> Ui4ay 


2, 1~=1, 

wie aus den Gleichungen (52) ersichtlich, nicht statthaben kénnen, so 
bleiben bei stetigem Zunehmen der Funktionen (62) die Ungleichungen (63) 
immer richtig, wenn sie am Anfange des Zunehmens richtig waren. 

Wenn also jedem im Intervalle (4,,@), wo @ irgendeine Zahl gréBer 
als 4, bedeutet, enthaltenen Werte von z ein endlicher Wert der Funk- 
tion 6 entspricht', so werden die Funktionen (64) fiir z= reelle, end- 
liche und mit z¢ zunehmende Funktionen von z sein; auBerdem werden 
dann die Ungleichungen (63) statthaben und 

B>1 
sein. 

Nehmen wir an, da jedem im Intervalle (4,,u,) enthaltenen Werte 
von g ein endlicher Wert von # entspreche, so wiirden wir auf Grund 
des eben Ausgefiihrten zu dem Schlusse kommen, daB die fiir z= wu, am 
wenigsten von Null in dem Intervalle (a,b) abweichende Funktion von 
Gestalt (1) eine von der Funktion (45) verschiedene Funktion sei, was 
unmdéglich ist. 

Daher mu im Intervalle (4;,u4,) eine von A, und u, verschiedene 
Zahl @, vorhanden sein derart, dab jedem Werte von z, der im Intervalle 
(4,,0,) enthalten und von g, verschieden ist, ein endlicher Wert von 6 
entspricht, 6 aber unbegrenzt wiichst, wenn z zunehmend sich dem Grenz- 
wert 9, niihert. 

Aus dem Vorhergehenden folgt, daB wenn z zunehmend sich dem 
Grenzwerte o, nahert, dann 

Ue, Uy, °° *y Tay 
zunehmend sich gewissen endlichen Grenzwerten nahern. 
Folglich nihern sich auch die Koeffizienten der Funktion 


t=n-—1 
W’ (a) : 
h(z) = Ta -|] (1 — %;) 
i=2 


gewissen endlichen Grenzwerten, wenn z zunehmend sich dem Grenz- 
werte 9, nahért. 
Wir haben ferner 


I 


W (a) = nq,f (x—B)h(a) dx +1 
(65) -1 
n %,} ‘2 h(x) da — ngoB | h(2) da+1. 


1 1 


I 
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Aus der Gleichung 


n a 
W(a,) = ng, { xh(2) dz — ngoB f h(a) dex +1——1 
-1 1 


folgt 
(66) %—- — + 


ae | 24 
np { h(2)dz—n f cha) de 
1 1 





und ferner 
. 2 
(67) 4,6 - —,_—*__-- 
re h(a) dx — ed ah(a)dzx 


Da die Gleichung 

h(x) =0 
fiir 

4<#<Q, 
keine Wurzeln besitzt, die zwischen — 1 und 2, liegen, so kénnen wir 
aus den Formeln (66) und (67) schlieBen, dab, wenn zg zunehmend sich 
dem Grenzwerte og, nahert, q, sich dem Grenzwerte Null, q,8 sich einem 
gewissen endlichen Grenzwerte nihert. 

Daher folgt aus Formel (65), daB gleichzeitig W(x) gegen eine 
gewisse ganze Funktion von z von n—1“™ Grade konvergiert und zwar 
gleichmaBig fiir alle Werte von x im Intervalle (—1, 1). 

Da aber fiir jedes den Ungleichungen 

42g; 
gentigende z der absolute Betrag von W(x) im Intervalle (— 1,1) seinen 
gréBten Wert, der gleich 1 ist, genau mmal erreicht und 

W(-—1)=1 
ist, so ist 


lim W(x) = (—1)"-'S,_, (2). 


s=0; 





Zugleich ist natiirlich 


~ 
ER, 


‘ n—Jj 
lim 2, = Cos x, 
n— 


s=0; 


lim F(x) = (2*—1)8’_,(z), 


s=0; 


und folglich muB g, einer der Zahlen (47) gleich sein; da aber die An- 
zahl der Zahlen (47) der Anzahl der Intervalle 


(A, 4), (Ay, Hy), al (A, — x9 Puna) 
gleich ist, so haben wir 


0; = Y;- 
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Folglich ist in der Tat 
4,4 <M 
und die Gleichungen (52) lassen fiir 
4,<2<y, 
eine Liésung zu, fiir die die Zahlen (53) reell, endlich und den Unglei- 
chungen (54) geniigend ausfallen. 


§ 26. 
Die Betrachtungen des vorigen Paragraphen zeigen, daB, wenn 
4, 2< MH, 
oder, was dasselbe besagt, wenn 


d* ((24— 1) S._ 1 (2)) 


(x) = .. thet =. 
oe (2 Cos s_ — Sim Ta) " <0 


dz 
ist, dann die vierte Voraussetzung des § 20 Plate greift und 
B>1 
ist. 
Nimmt auBerdem 2 von i, bis v, zu, so nehmen die x, 
von (1 + Tg? =) Cos emit ls + Tg*>. bis Cos “—4 x, 
B und y 
von 1 bis oo, 
und endlich 3 
S 9 * 3- 
von 1 + 2Tg*— bis oo 
Zu. 
Hier sind wie friher mit 
Ly, Uy, ***, @, 
simtliche im Intervalle (a,b) gelegenen und nach wachsendem Werte ge- 
ordneten Wurzeln der Gleichung (22) bezeichnet. 
Ebenso finden wir, indem wir mit 
Try Tay "*'y Un 


die nach wachsendem Werte geordneten Wurzeln der Gleichung 


y=0 
bezeichnen, dab, wenn z von 4, bis v, zunimmt, dann r, fiir j <n 
2% 2n—2j+1 2% }- 2n — 3j—1 
aa (1 + Tg za) Cos 2n = + Tg 2n bis Cos (2%—1) , 


von (1 + Tg? =) Cos <* + Tg? = bis co 
gunimmt. 
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§ 27. 
Durch ganz analoge Betrachtungen wie die in § 2 
kénnen wir schlieBen, daB, wenn 


or 


dargelegten, 


oder, was dasselbe besagt, wenr 


d* ((z*—1) 8’ 1 @)) - “ 
bn (x) 02 * 1 @g 
ae ve (2 Cos = + Sin ; -) <0 


ist, dann die vierte Voraussetzung des § 20 Platz greift und 
, nate 
est. 
Nimmt auferdem z von v, bis w, zu, so nehmen die x, 
. n—Jj : —e + na—J _ id 
von Cos al ( ¥ .) s —3 = 
on Cos -—* = bis (1 + Tg* —) Cos —“2 lg? 


B und y von — co bis —1, 


. = 
0 von — bis — 1 — 2Tg’- 
on — oo ns San? 
‘ an ao 2 a... eee 2 * 
v0 — s - Gp see oe cy 
r, von oo bi i+ lg?) ¢ is Tg 2n’ 
und r, fiir j> 1 
\ 2un—2j+1 . mie # ‘ 2n—2j)+1 pd 
. Cos : 5 s -j. = ) 8s — : —— P 
om wes 2(n —1) am bi (1 Ig 2n - 2m ” Ts an 
zu.*) 


Kapitel III. 
§ 32. 

Kennen wir die am wenigsten von Null in dem Intervalle (a, b) ab- 
weichende Funktion von Gestalt (1), so ist es leicht folgende Aufgabe zu 
lisen. 

Aufgabe. Den griften Wert zu bestimmen, den der absolute Betrag einer 
linearen Funktion @(h), gebildet aus den Koeffizienten einer ganzen Funktion 
von nicht héherem als n*” Grade h(x) annehmen kann, wenn die Abweichung 
der Funktion h(x) von Null in dem Intervalle (a,b) die. gegebene positive 
Zahl M nicht iibersteigt. 

Lésung. Es sei y die am wenigsten von Null in dem Intervalle (a, b) 


*) Die §§ 28—31 deren wesentlicher Inhalt in Beispielen besteht, lassen wir 
weg. 8. B. 
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abweichende Funktion von Gestalt (1), L ihre Abweichung von Null in 
demselben Intervalle, dann ist das gesuchte Maximum gleich 


und entspricht der Funktion 
. J 
In der Tat, wire fiir irgend eine ganze Funktion von nicht héherem 


als n*™ Grade g(x), deren Abweichung N von Null in dem Intervalle 
(a,b) die Zahl M nicht iibersteigt, 
@(g)| > = \@|, 


so wiirde die Abweichung von Null in dem Intervalle (a,b) der Funktion 
von Gestalt (1) 


@ 4 
o(g) I\”) 
gleich 
«| welN ey 
o(g)| ~ x =” 
sein. 


Daher kann das gesuchte Maximum nicht gréfer sein als 





und dieser Grenzwert von | @(h)| wird fiir die Funktion 


h(z) = = Y, 
-* 

deren Abweichung vom Nullpunkte in dem Intervalle (a,b) gleich M ist, 
erreicht. 

Offenbar ist auch umgekehrt, wenn der gréBte Wert von |a(h)| der 
Funktion 

h(a) = g(x) 

entspricht, die Funktion 


a s 
agi” 
die am wenigsten von Null in dem Intervalle (a, b) abweichende Funktion 


von Gestalt (1). 
Es ist natiirlich nicht nétig, hier 


a=—l, b= 1 
anzunehmen. 
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§ 33. 
Auf Grund des vorigen Paragraphen und der Sitze der §§ 17 und 29, 
schlieBen wir auf den folgenden Satz. 
Satz. Ubersteigt die Abweichung von Null einer ganeen Funktion 
h(x) = pot" + pya*®-*+-+- +p, 


von nicht hiherem als n*” Grade in dem Intervalle (—1,1) nicht die Zahl 
M, so ist 


Po| S2"-*M, P,| S2"-*M, 
| p,| < 2*-*n M, lp, < 2*-*(n—1)M, 
und fiir i>1 
q" 24-15, (mn —i—1) (n—i—2) --- (n—8i+1) M 
In| <—__“"—eoeeee 
gt—3i-2,, a ee a wee pas’ = 
IPreail<. (n—1) (n—i 7e ~3) ---(n 5S 


dabei kann jede dieser Ungleichungen tatsiichlich in eine Gleichung iibergehen. 


§ 34. 

Aufgabe. Zu bestimmen ist der gripte Wert, den die Abweichung von 
Null in irgend einem gegebenen Intervalle (a,b) der x*" Ableitung h(x) 
eimer ganzen Funktion h(x) von nicht hiherem als n*" Grade haben kann, 
wenn die Abweichung von Null in dem Intervalle (a,b) der Funktion h(x) 
die gegebene positive Zahl M nicht iibersteigt*). 

Liésung. Wir nehmen zunichst 

a=—l, b= 1 
an. 

Fiir den gréBten Wert, den eine Funktion ®(z) im Intervalle (a, b) 
annehmen kann, wollen wir die Bezeichnung 


max. (zx) 
einfiihren. 
Das gesuchte Maximum mége der Funktion 
h(x) = y = f(2) 


entsprechen, und der absolute Betrag von y” mége dieses Maximum fiir 
den im Intervalle (a,b) liegenden Wert 


z=t 
erreichen. 


*) Da die Zahl, die wir im Kapitel lI mit L bezeichneten, eine stetige Funktion 
von £ ist und folglich im Intervalle (— 1,1) einen kleinsten Wert hat, so ist, wenn 
wir die zu Anfang des § 12 gemachte Bemerkung und § 32 beriicksichtigen, die 
Existenz des gesuchten Maximums offenbar. Ubrigens wird sie auch aus der Lisung 
folgen, die wir hier geben. 
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Aus dem im § 32 Gesagten folgt, daB y eine am wenigsten von Null 
in dem Intervalle (a,)) abweichende Funktion von Gestalt (1) sein muB, 


die dem Falle 
a(?) = o(¢), a = f(t) 
entspricht. 
Folglich ist entweder 


(68) y— + MS,(2), 

oder 

(69) y=+ MS, _,(x), 

oder 

(70) y—+ ms, (****—), 


wo ¢ eine gewisse reelle Zahl gréBer als 1 bedeutet, oder 


MS, | 22—-1—d\ 


71) y = ) : 


| 
H+ 





wo d eine gewisse reelle Zahl kleiner als —1 bedeutet, oder endlich 


y = Mu, 
wo 
u = g(x) 
eine ganze Funktion n*" Grades bedeutet, deren absoluter Betrag im Inter- 
valle (a, b) seinen gréBten Wert, der gleich Eins ist, fiir genau » in 
diesem Intervalle liegende Werte von x 
yma=—1laA<::-<4,-b—1 
erreicht, und wo iiberdies g(a) so beschaffen ist, daB die Zahlen 
(—1)*9(a,), (—1)*9 (a), «++» (—1)"9(@,) 
simtlich von einem und demselben Vorzeichen sind. 
\ Diese Funktion uw geniigt der Differentialgleichung 
- (1—2x*) (a@—y)(a@—9d) _, 
9 — 7 ne 2 
(72) 1 u n3(c— B)* u *, 
wo die von x unabhiingigen und reellen Zahlen 
B, y und d 
von einem und demselben Vorzeichen sind und den Ungleichungen 
1<|p\<|y|<|¢ 
geniigen. 
Da fiir 


e>1 und —1<2r<l 
die Ungleichungen 
2 _ ea eteie-@ 2(a@ + 1) 
e+1~<)) 1s e+1 L+ e+1 <1 
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statthaben, so gilt fiir 
e>1, —l<2<1 
die Formel 


| 


e+1 —( ri \" OU aoe ah eed | 
dx” e+1) \|~* e+1 ) 
227+1—e 


< Se | ) < max. | S®(z) , 


c+1 


und folglich ist die Gleichung (70) unméglich. 
Ebenso finden wir, daB auch die Gleichung (71) unmdglich ist. 
Ferner ist es leicht einzusehen, daB, was auch fiir eine ganze nicht 
negative Zahl x <n sei, die Gleichung 
S0(z)| — max. | ${(z) | 
fiir 
und, falls 


z=—1l1 und «=1 


O<xe<n 
ist, nur fiir diese Werte von x stattfindet 
Wir haben in der Tat 
S,(@) = 2, S,'(z) = 1 

S,(z) = 227—1, S, (x) = 22, S," (x) = 2, 
S,(4) = 42°— 32, S,'(x)=—122°— 3, S,"(4)=— 242, S,'"(x) = 24, 


? 


I 


und unsere Behauptung findet folglich fiir 


n=1,n=2 und n=3 

statt. 
Aus der Gleichung 
Sin mg — Sin (m—2)p = 2 Sin @ Cos (m—1)@ 

folgt aber, wenn wir 

S.,(z) m Sin (m arc Cos x) 
beriicksichtigen, die Gleichung 
5.) 5,3) 


m 


Sin are Cos x 


= 9S (a) 
m m— 2 = 28,,_,(2). 


Differentiieren wir diese Gleichung x — 1 mal, so erhalten wir nach 
einfachen Umformungen die Gleichung 


(73) S® (2) = — S® . (x) + 2mS°-) (2). 


m m m—1 


Wir bemerken, daB fiir 


m> 3, O<— x<m 
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mindestens eine der Bedingungen 
O<x<m—2 oder 0O<x—lLl<om—1 
erfiillt ist. 
AuBerdem sind die Zahlen 
Ss” .(—1) und S%~"(1) 


ma 


von einem und demselben Vorzeichen. Auch sind die Zahlen 
y(%) y(x%—1) 
_ (—1) und : (—1) 


von einem und demselben Vorzeichen. 

Daher folgt aus Gleichung (73), daB wenn unsere Behauptung fir 
jedes n kleiner als m richtig ist, sie auch fir » =m richtig sein wird. 

Da aber unsere Behauptung fiir » <4 wirklich richtig ist, so ist sie 
damit vollstindig bewiesen. 

Beriicksichtigen wir ferner die Gleichung 


(2?—1) S@*+9(a) + (2u—1) x S (ax) — (n? = (x— 1)*} S¢-(a), 


so finden wir leicht, dab 
2 2 2 2 9? / 2 ( \2 
)(1) a ™ (n*— 1*) (n?@—2*)---{m — (s—-2)°) 
SF (1) 1-3-5---(2x—1) ? 
: F _ m*(n2—1%) (n?—22)--- { n?— —1)*) 
(x) (_ — (1-2 1%) (n ) {n — (x—1 )*} 
82'(—-1) = (-)) 1-8-6---(2x—1) 
ist. 
Folglich ist 
: . n*(n*— 1*) (n*— 2%) ---{m*?— (n—1)*} 
(x) (4 _— . ° 
max. | S\*)(z) 1-8-6---@x—1) 
Der Ausdruck 
n* (n* — 1*) (n*—2*)---{m?— (x—1)*} 
1-8-5---(2%—1) 
nimmt mit wachsendem » zu. 
Daher ist 


max. . (x) < max. | S (a) , 


und folglich kann die Gleichung (69) nicht stattfinden. 

Ehe wir weiter gehen, wollen wir folgenden algebraischen Hilfssatz 
beweisen. 

Hilfssatz 3. Es seien A und B positive Zahlen, 


b,, be, tai, b, 


? 


Gy, Gy, °°", &,, 


reelle Zahlen, die den Ungleichungen 
b <a, <b, <ay<--- <b, <a, 
geniigen. 
17* 
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Wir setzen 
G(z)= A(x—a,)(x—a,) --- (x—a,), 
H(z) =< B(a—b,) (a2 —b,) eee (x—b,). 


Geniigt z der Gleichung 
G(z) = (), 


so ist 
(2) 
H(z <0. 
G #+1)(2) os 
Beweis. Wir setzen 
G(a ' 4 
== G,(2). | 
r— a, 


Nach der Lagrangeschen Formel haben wir 


i=s 
~ Hia . es 
H(z) = > a = G,(x) + CG(a), 
a \a;) 
i=1 


see 


wo C eine konstante Zahl bedeutet, und folglich ist 
li=s 
H®(s) = So Gi (2). 
Gr (a)) . 
t=1 
Das Vorzeichen von H(a,) ist aber identisch mit dem Vorzeichen von 
(—1y-' 1 
das Vorzeichen von G'(a,) ist identisch mit dem Vorzeichen von 
(—1y-4 


das Vorzeichen von G\”)(z) ist nach Hilfssatz 2 identisch mit dem Vor- 
zeichen von 


G x+1 (z). 
Folglich ist 
4) 
H <W 
Git +1),. = 


was zu beweisen war. 
Aus dem bewiesenen Hilfssatze folgt, wie wir nebenbei bemerken, daB 
die Wurzeln der Gleichungen 
G@(2z)=0 und H(z) =0 
einander trennen. 


Wir kehren zu unserer Aufgabe zuriick und nehmen 


y= Mu, p>1 
an. 


In diesem Falle muB nach § 25 die Zahl ¢ in einem der Intervalle 


(4,, v;), (Ag, Vs), ore (A v ) 


“n— 2x? “n—% 
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liegen, und eine der Funktionen 


u oder —w 


muB mit derjenigen Funktion von x zusammenfallen, in die die in § 25 
definierte Funktion von x und z 
W (2) 
fiir 
ze=t 
iibergeht. 
Wir wenden uns daher zur Betrachtung dieser Funktion W(x), wobei 
wir alle Bezeichnungen des § 25 beibehalten. 
AuBerdem wollen wir, was auch fiir ganze und positive Zahlen / und s 
sein mégen, die Ableitung von 
Wa) d' W (a) 
4) dat? 


nach ¢ (genommen unter der Voraussetzung, dab x nicht von z abhingt) mit 
dW 2), 


die Ableitung s‘** Ordnung nach z von 


. d' W(a) 
W Oz) = (5 ) 


dx! 


(wobei beriicksichtigt wird, daB die Koeffizienten der Funktion W(z) 
von x abhiingen) wie gewohnlich mit 


a wz) 
dz 
bezeichnen. 
Erinnern wir uns, daB nach dem im § 25 Bewiesenen 
; lla - -1¢g . 
lim W(x) = (—1)"-'S8,_,(2) 


s=YP 
] 


ist, so kénnen wir auf Grund dessen, falls 


f= Vv; 
ist, 
Wz) on ews 1y- ‘'g . 1(#) 
setzen. 
Da die Derivierte 
aw” (z 


Fp = OW)(2) + WFD (e) — AFH (2) + WHt0(e) — WO+N(e) 


eine stetige Funktion von z ist, fiir jeden im Intervalle (2,, v,) liegenden 
Wert von z, so entspricht der gréBte Wert, den 


|W (2) | 
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annimmt, wenn z im Intervalle (/,,v,) variiert, entweder dem Werte 


s=i,, 


oder dem Werte 

ied |) 
oder einem von 4, und yv, verschiedenen Werte von 2, fiir den 

Wt)(z) =O 
ist. 
Wir wollen zeigen, dab im letzteren Falle 

|W (2) . 
nicht seinen gréBten, sondern seinen kleinsten Wert im Intervalle (4,, v;) 
erreicht. 


Wir nehmen also an, daB z verschieden von 4, und », ist, und dab 


W+(z) = 0 
ist. 
Da im Falle x = »—1 die Gleichung 4 
e W+(z) =n! g, = 0 
nur fir z=», = 0 statthat, so folgt aus unserer Annahme , 
a<n—1. 
Wir haben 
aw” wet) ; a , ’ ; 
a8 (2) = d 7 —_ dW +z) + W (x +2) (g) — AF + (g) + W+ (2). 
Hier ist 
A ng, F™*) (2) ng, FOF) ng, FF (2) 
™ tea-l a ee a )(2) 
e z, —1 F(z Ss tone 1 F,” (2) 7 \") 
i= %—B <1 %—6B 
wobei 
z,=-—l, 2, =1, : 
‘i 
. F(x) fn) F(z) | 
5) sa Fe) es 
i=n i=n i=n } 
af 27—1 wn - , 9f.3 a3 D " (x) 
(2) > ao F(a) > (2+ B) F(a) + (fp? —1) z,—8 
i=1 t=1 i=1 
l=n i=an l=n F 
} , , (2) 
- — > (@-2) F(z) + (c+) > F(x) + (6-1) > —_ 
i 
I=1 i=1 i=1 


i=n 


— — nF(2) + (e+ B=) F(a) + (-1) > ae 


i=1 


gesetzt ist. 
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Wir setzen ferner 


i=n 


F,(x) . 

ani = OF), 

tat 

(a— B) v(x) = x(a). 

Da 
1(%,) = (#,— B) ¥(a,) = F(a,) = F'(a,), 

; x4(B) = 0 
ist, so folgt 


” ( ) . F’( 
s)=— F(g 


”) ( 1 F’ (8) 
x(2) _ (2—£) wz + x we%-D(g) _ Fe+(z) —_ F 6) 


1(2) = (2—B)¥(2) = F F(a), 


FOO(g) = Fe +0(z), 
Fe + 1)(z) _ xy 1). 
(*) a= ™ x 
¥ Z)= 
: ( —" 
i und ferner 
F&+) (2) — xp”) (z) 


z—fp 


y-N(2), 


gp” (2) = (2 + B) F&*+(z) + (p*—1) 


z? 


Wir haben ferner 

nq, (a — B) F(z) = (a? —1)W' (zx). 

Differentiieren wir diese Gleichung x + 1 mal, setzen wir in die auf 
diese Weise erhaltene Gleichung 
Zs 
ein, und beriicksichtigen wir, dab 
F(z) = 0, Wet(z) = 0 
ist, so erhalten wir die Gleichung 
nq,(2— B) F+ (2) = (22-1) We t9(2) + (x +1) xW™(e), 


aus der wir dann 


gr 3 oe ( 1 
ng, P+ (2) = — P We+2(z) + #2 ¥ W (2) b 
erhalten. 
Folglich ist 
+(x + 1), 
AFe+0(g) a — Mo F” (2) 
° gp” (2) 
F@*(g) 
sien \ 
: 1 yrle+%/, +52 w)(2) | 


2. 1 «(p> — 1) wy (2) 


— z—f F@*D (2) 





a & 
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und ferner 
aw” (2) 


(74) ait a= AF+(2) + W +z) 
z*—1 wet? (x-+ 1)x we 
- (2) (2) 
a, SUE z—f6 4+. W+2(z) 


z?=—1 = x(p?—1) p”— Ye) 
z—fB z—BP Ferg) 


x-+1-+ (¢*—1 y* Z) wt (2) 
7 ) = } 
xW "iz FY 1) (2) wz) 
— z*7—1 x(f*—1 w*— (2) 
—6 2B POD) 


Da 
B>1, aes i 
ist, so haben wir auf Grund von Hilfssatz 2 
g?--1 «(62—1) w*- (2) ~_ gp” (2) i int “" 
z—B «2-8 Ft *)(z) FENG) Ft) (2) 
Beriicksichtigen wir aber, daB die Gleichung 
W(x) =0 
weder imaginire, noch gleiche Wurzeln besitzt, und daB 
W¢+t(z) = 0 
ist, so schlieBen wir auf Grund von Hilfssatz 2, dab 
W x+2 
P <0 
Ww (z 
ist. 
Wir bezeichnen mit 
My Ug, ***, A,_4 
die nach wachsendem Werte geordneten Wurzeln der Gleichung 
F’ (x) = 0, 
mit 


b 


die ebenfalls nach wachsendem Werte geordoeten Wurzeln der Gleichung 


1? bs, se b 


n-1l 
v(x) = 0. 
Aus der Gleichung _ 
(t— B) ¥(a) = F'(@) - re F(x) 
schlieBen wir, dab der Koeffizient von z*~*' in der Funktion w(x) negativ 
ist, das Vorzeichen von w(z) fiir (zahlenmiBig) geniigend groBe (negative) 
Werte von — a identisch mit dem Vorzeichen von 


— 1)", 





+ nae = 











Sei 


od 


7 
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das Vorzeichen von 


- F’(~) F(@,) 
W\4.) = FG) B—a, 
identisch mit dem Vorzeichen von 
(— 1)" 
Folglich ist 

<a, <<a <a,<---<d._, <4_,, 

und da 
(a ' F’ (2) 


\ ds*~* 


)=- F(z) =0 

z=: 

ist, so folgt auf Grund von Hilfssatz 3 
wy Diz) 
: =“ O. 


i% +3) 7.) 
FY +) (2) 


Beriicksichtigen wir alle hier gemachten Bemerkungen, so schlieBen 
wir aus der Formel (74), dab 
a? WwW’ (z) 


von demselben Vorzeichen ist wie W)(z), und daB daher im vorliegen- 
den Falle W(z) nicht seinen gréBten, sondern einen kleinsten Wert 
im Intervalle (2,, v,) erreicht. 

Folglich entspricht der gréBte Wert, den W)(z) erreicht, wenn z 
im Intervalle (2,, v,) variiert, einem der Werte 


a=A, oder s=y,. 


Fiir ¢ = 4, ist aber 


2 


‘ 7 Y a 3 @ @ 
W®)(z), = Cos** S (2, Cos? — Sin* -—) 
2 $ 2n 2n 


on ® 
= Cos** — - |S *)(E.)| << max. S)(x) 
— Qn Mn \P%, >| 
fiir z= », 
r( v(x) 7 A ‘ 
W(2) = S” (v,)|< max. S”(z) 


Folglich ist die Annahme 
y= Mu, p>1 
unmdglich. 
Ebenso finden wir, daB auch die Annahme 
y= Mu, p<! 
unméglich ist. 


Ist also 
a=—1, b=1, x<n-1, 
so ist das gesuchte Maximum gleich 
n*(n® — 1*)(n? — 2°). -- {m? —(x —1)*} M 
1-8-5---(2x—1) 


y=+ MS,{x), t=—+1 
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Was den Fall 
a=—1, b=1, x=n 
betrifft, so folgt aus dem Satze des § 33, daB in diesem Falle das ge- 
suchte Maximum gleich 
n*(n* — 1*)(m? — 2*)--- {m*?—(x—1)*) M 
1-3-5-.--(2n—1) , 

y=+ MS,(2), 
und ¢ irgendeine im Intervalle (a, b) liegende Zahl ist. 

Gehen wir dann (nach dem § 12) vom Falle 
b=1 
zum Falle beliebiger a und b tiber, so erhalten wir folgenden Satz als 
Antwort auf die in diesem Paragraphen gestellte Frage. 

Satz. Ubersteigt die Abweichung von Null in dem Intervalle (a, b) 
einer ganzen Funktion von nicht hiherem als n*” Grade h(x) nicht die ge- 
gebene positive Zahl M, so iibersteigt, was auch fiir eine ganze und positive 
Zahl x <n sei, die Abweichung von Null threr x" Ableitung h(x) in 


Qa-1 yp! ann 


a=—l, 


demselben Intervalle nicht die Zahl 
2* n*(n* — 1*)(n* — 27) - -- {n*—(x—1)*} M 
1-3-5-(2x%—1)(b — a)” ? 
und dieser Grenzwert wird fiir jede der Funktionen 
» (22—a—b , (2x#—a—d 
hz) — MS, (-*;—"——) und h—— Ms, ("=") 
und nur fiir diese Funktionen erreicht. 
Wir bemerken, daB dieser Satz fiir den Fall x = 1 von A. A. Markoff 
im Aufsatze ,Uber ein Problem von D. J. Mendelejeff“ bewiesen ist.*) 


*) Wir lassen den § 35 und den Anhang zum § 84 weg; der letzte enthilt einen 
anderen Beweis des Fundamentalsatzes des § 34 fiir die Faille x — 1, x —2, x = n— 2, 
x=n— 1. 8. B. 
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Der Dimensionsbegriff und der analytische Bau physikalischer 
Gleichungen. 


Von 


T. Enrenrest-AFANASSJEWA in Leiden. 


Der Zweck der vorliegenden Arbeit ist aus den iiblichen Redewen- 
dungen iiber die ,,Dimensionen“ und die ,,Homogeneitiit* physikalischer 
Gleichungen den rein mathematischen Inhalt herauszuschiilen und zu 
systematisieren. 

Es stellt sich heraus, daB gewisse analytische Einschriinkungen, welche 
man, von den Dimensionsbetrachtungen ausgehend, allen physikalischen 
Gleichungen zumutet, in vielen Fallen gar nicht bestehen. 

Da diesbeziigliche unrichtige Behauptungen auf der Verwechslung 
gewisser Begriffe beruhen, so soll vor allem fiir eine terminologische 
Trennung dieser Begriffe gesorgt werden. 


§ 1. 
Einleitende Aussagen und Terminologie. 

Wir legen folgende terminologische Festsetzungen (1, 2, 3, ---) und 
Aussagen (A, B, C, ---) zugrunde: 

1. Eine GréBe messen heiBbt, ihr Verhiltnis zu der Einheit feststellen. 

2. Unter Einheit wird ein Spezialwert derselben GréBe verstanden. 

(A) WeiB man eine gewisse GréBenart in einer bestimmten Einheit 
zu messen, so kann man sie in jeder beliebigen Einheit messen.*) 

3. Das Resultat der Messung einer GréBe nennen wir eine Gréfenzahl. 

(B) Eine GréBenzahl kann aus zwei verschiedenen Griinden variieren: 


*) Hat man einen Spezialwert G einer GréBe durch die Einheit EH’ gemessen 
und dabei den Wert g, erhalten, und will man nun eine andere Kinheit KE” gebrauchen, 
so hat man dieselbe zuniichst durch die Einheit EZ’ zu messen und dann durch die 
so erhaltene Zahl e¢,”” die g, zu dividieren. Der Quotient 

I Is 
i 


gibt den Wert der GréBe G in der Einheit KE” ausgedriickt. 
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wegen Anderung der zu messenden Spezialwerte der GréBe und wegen 
Anderung der Einheit. 

4. Anderung der Gréfenzahl wegen Anderung der Gréfe nennen wir 
materielle Anderung. 

5. Anderung einer Zabl wegen Anderung der Einheiten nennen wir 
formelle Anderung. 

(C) In einer physikalischen Gleichung treten auBer den GréBenzablen 
noch andere Zahlen auf, welche von den materiellen Anderungen der 
Zahlen nicht abhingen. 

(D) Bei willkiirlicher Anderung der Einheiten hért eine physikalische 
Gleichung, im allgemeinen auf, giiltig zu sein. Durch passende gleich- 
zeitige Anderung der in (C) erwihnten Zahlen kann sie aufrecht erhalten 
werden. Diese Zahlen unterliegen also formellen Anderungen.*) 

6. Eine Zahl, welche formelle Anderungen erleidet ohne eine Gréfen- 
zahl zu sein, nennen wir formelle Variable. 


7. Das Verhiltnis “ = £ zweier Spezialwerte einer Variablen nennen 
wir Ubergangsfakior. 

8. Einen Ubergangsfaktor, welcher eine materielle Anderung definiert, 
nennen wir materiellen Faktor. 

9. Einen Ubergangsfaktor, welcher eine formelle Anderung definiert, 
nennen wir formellen Falktor. 

(E) Man kann die Einheiten verschiedener Arten voneinander ab- 
hiangig machen. 

(F) Es ist zu unterscheiden zwischen folgenden zwei Arten von ,,Ab- 
hingigkeit* der Einheiten voneinander: 

a) Definition einer einzelnen Einheit einer GréBenart durch bestimmte 
Einheiten anderer GréBenarten.**) 

b) Abhiingigkeit des formellen Faktors einer GréBe von den formellen 
Faktoren anderer Gréfen.***) 

Bestehen zwischen den formellen Faktoren &, , &,--+, &, &44)°7§ 
der Zahlen 2,, 2 ,-- Xj; %p41)°* ‘> %e4,.°** folgende Beziehungen: 

*) Vel. § 9. 

**) Beispiele: 1. Definition der Masseneinheit als Masse eines Kubikzentimeters 


Wasser. 


2. Definition der Flicheneinheit als Fliche eines Quadrates, deren Seite einen 


Zentimeter betriigt. 


***) Beispiele: 1. Wenn man die Massenecinheit als Masse der Kubikeinheit 
Wasser definierte. 


2. Wenn man, aus beliebiger Flicheinheit und Zentimeter als Liingeueinheit 


ausgehend, sich verabredete, die anderen Flicheneinheiten so an die Lingeneinheiten 
anzupassen, daB die Beziehung zwischen den Ubergangsfaktoren stets dieselbe wire: 
g = i*, wo m — formeller Faktor der Fliche, 1 — formeller Faktor der Liinge wiire. 
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am £°31 £%i2 ck 
bia. = §; E, ae 2 
(1) 
‘3 a ¢¢ri ape ; trk 
Tk+r ” ©6011 Ss "* Sk 


wo £,, &,-°--, & als unabhingig betrachtet werden, und a,, beliebige kon- 
stante Zahlen sind, so nennen wir: 


10. Die Zahlen 2,, 7,,+--, 2, — Grundvariable. 

11. Die Zahlen 2,,,,---,%,,,,°°+ abgeleitete Variable. 

12. Die Gleichungen (1) — Dimensionsgleichungen. 

13. Eine Zahl «;, — Dimension der Zahl x, in bezug auf die Grund- 


variable «,. 

14. Die Gesamtheit der Einheiten, welche simultan gebraucht werden, 
~ Einheitenwahl. 

15. Das System der Verabredungen iiber eine bestimmte urspriing- 
liche Einheitenwahl und iiber die Regeln fiir den Ubergang zu einer an- 
deren Einheitenwahl (d.h. tiber die nihere Form der Dimensionsgleichungen) 
— Einheitensystem. 

16. Die Gesamtheit der Dimensionsgleichungen (ohne Verabredung 
iiber die urspriingliche Einheitenwahl) — Dimensionssystem. 

Wir haben die Begriffe vom Messen, Dimension, Einheitensystem .. . 
méglichst abstrakt und allgemein eingefiihrt, ohne uns um die reellen Be- 
dingungen des Messens und des Verleihens von Dimensionen an verschie- 
dene GréBen zu bekiimmern. Wir wollen uns auch weiter an diese 
Allgemeinheit halten und erst spiiter zusehen, ob das faktisch angenom- 
mene Einheitensystem durch ein einheitliches Prinzip aus allen méglichen 
durch uns definierten Systemen auszuzeichnen sei. 


§ 2. 
Allgemeine Begriindung der Dimensionsgleichungen. 


Da wir ganz allgemein vorgehen wollen, kénnen wir versuchen die 
Beziehungen zwischen den formellen Faktoren noch allgemeiner zu fassen, 
als es durch die Gleichungen (1) angegeben ist. 

Dabei stoBen wir aber sofort auf eine recht allgemeine Forderung, 
welche einem jeden einigermaBen verniinftigen Einheitensystem auferlegt 
werden muB und welche unbedingt zu der Gleichungsform (1) fiihrt. 

Es seien niimlich 


x, - £ , T, t’ 
oe " se ’ 

x, Ls 2 

—" pu. sy Pa 
oo S. = Se ; 

x Ly 2 


formelle Faktoren, welche durch Gleichungen 
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Seat = 9,(&,,°-+, &), 

(2) Ps ee Fr a 

Sear mice 7, (&1, oh he g,) 

miteinander verbunden sind, wobei die gleichen oberen Indexe die gleich- 


zeitig gebrauchten Faktoren bezeichnen mégen. 
Wir verlangen, dab wenn 


&’ oon, 
71? > Se 2 
i 2” 
O19 °°’) te 


die zwei konsekutiven Serien der unabhiingigen Ubergangsfaktoren sind, 
welche von den Werten z,’,---, z,° zu den Werten z,”,---, 2” geftihrt 
haben, so daB 

BREE”... ECan BE” 

1 o1 S1 3 9 Dk Sk Pk 
ist, die Ubergiinge der abgeleiteten Variablen iiber die Faktoren 


E41) £413 Ei+2, bi +23 ee etry Sk+r5 °°" 
von den Werten 2441, 2i42,°** Zizr, +++ Zu denselben Werten 
Te+ity Me aa” *S Levy a 


fiihren, wie der unmittelbare Ubergang tiber die Fatoren 
aa — 9, (EF, ae &F); <“o ?.. _ p,(&, ‘3% & ° 

Dieses ist aber der Ausdruck dafiir, dab die Gleichungen (2) es gestatten, 
daB die betreffenden Substitutionen eine Gruppe bilden. Wir verlangen 
also, daB 
Brea = Sear bine 75 Fae Brae Beard 
d. h. dab 

Pr(Er brs +++ Ee Se) = De (Ens  - + Ee) Pe Ers 1 BD 
, welches zu den Beziehungen fiihrt: 


P(E; 5h) = BY eS” ona ar 
wo nur noch die Exponenten «,,,---, «,, willktirlich sind. 
Wir kénnen dieses Ergebnis folgendermaBen formulieren: 
Satz lL Als LBegriindung fiir die Dimensionsgleichungen kann die 
Forderung angesehen werden, daB die Substitutionen, welche dem Einheiten- 
wechsel entsprechen, eine Gruppe bilden. 


sei 


§ 3. 
Homogeneitiit. 


Das folgende bezieht sich auf Ubergangsfaktoren, deren Natur beliebig 
(sowohl formell als materiell) sein mag. 
Wir nennen 


17. Homogene Funktion, eine Funktion H(z,,---, x,), welche bei 


> ““n/? 
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Multiplizieren jeder Variable 2, mit einem Ubergangsfaktor &, der Bedingung 
geniigt: 
(3) F(a, 515 ++ Uy En) = PEs +» Fn) Way, +>» 2): 

18. Homogene Gleichung, eine Gleichung, welche nach Ubertragung 
aller ihrer Glieder auf eine Seite die Form annimmt 

H=0, 

wo H eine homogene Funktion ist. 

Satz Il. Im Falle, wo die séimtlichen Ubergangsfaktoren &,, ---, §, 
voneinander unabhingig sind, ist 


H =kP, 
wo k von den Variablen x,,--+, 2, unabhiingig und P ein Potenzprodukt 
__ Mm a, ee tn 
P= 2,' 2, 2, 


ist. 
Satz IIL.*) Im Falle, wo zwischen den Ubergangsfaktoren &,, +--+, &, 


Beziehungen bestehen, ist es notwendig, damit die Gleichung (3) erfiillt sei, 
daB diese Beziehungen auf die Form 
Sv ee ae! 
(1*) 
beh -:-& 
suriickfiihrbar seien. 

Satz IV.*) Bestehen zwischen den Ubergangsfaktoren Gleichungen von 
der Form (1*) und ist die Gleichung (3) erfiillt, so hat die Funktion 
H(a,, +++, %,) die Form: 

x «x » 
a OR a al a bors rr 9 gers rts) 
wo k ein von den x, unabhingiger Koeffizient, P(x,,--+,2,) ein Potenz- 
produkt, ® eine willkiirliche Funktion ihrer Argumente ist. 

Folgerung. Die Funktion o(§,,---, §,) in der Gleichung (3) hat 
die Form 

P(E, .) = PCE, wget 5), 
wo P(é,,-++,&,) dieselbe Funktion ihrer Argumente ist, wie P(a,, ---, X,) 
in Gleichung (4). 

19. Wenn nach Ersetzen der &, ,,, &,,+*+ in der Funktion p(&,,---, €,) 
durch die unabhiingigen Ubergangsfaktoren §,,---,&, gemiB den Glei- 
chungen (1*), in dem so erhaltenen Potenzprodukte der Faktor & in der 
Potenz «, vorkommt, so sagen wir, daB die Funktion H(a,,---,&,) in 
bezug auf x, von der Ordnung «a, sei. 


*) Vgl. A. Federmann, Ejinige allgem. Methoden der Integr. part. Differentialgl. 
erster Ordnung. Iswestija St. Petersb. Polytechn. Inst. 16 (1911), S. 97 (russisch). 
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20. Gleichungen von der Form (1*) zwischen den Ubergangsfaktoren 
nennen wir bedingende Gleichungen. 

21. Eine Funktion, resp. Gleichung, welche homogen ist unter Be- 
riicksichtigung der bedingenden Gleichungen, nennen wir bedingt homogen. 

Bemerkung. Was in den mathematischen Untersuchungen gewéhn- 
lich eine ,homogene Funktion“ genannt wird, ist ein Spezialfall von be- 
dingt homogener Funktion, welcher folgender spezieller Form der Glei- 
chungen (1*) entspricht: 


ure 
gee 
ure 


3 


2 
Satz V. Bleibt eine Gleichung 


f(a, ++: 2,) =O 


invariant gegeniiber der Substitution 
(5) Tr, = £2, 


wobei zwischen den &, Beziehungen bestchen, so laBi sie sich stets auf eine 
bedingt homogene Funktion zuriickfiihren.*) 

Folgerung. Soll die Substitution (5) irgend welche Gleichung invariant 
lassen, so kimnen zwischen den entsprechenden Substitutionsfaktoren §&,,---,&, 
keine anderen Beziehungen bestehen auBer den Gleichungen (1*). 

Bemerkung I. Wir sehen hieraus, daB die Forderung, daB die for 
mellen Anderungen eine Gleichung zwischen den Variablen z,,---, x, in- 
variant lassen sollen, auch als Grundlage fiir die Dieunslenegieldinmeen 
betrachtet werden kann. Die Gesamtheit der Sitze III und V fihrt also 
za derselben Form von Beziehungen zwischen den formellen Faktoren, 
wie der Satz I. Dieser letztere ist aber allgemeiner, denn er liBt die 


*) Es miissen die Beziehungen bestehen: 


. . . 
= ~ . . had 
Sk+1 Pi\Sis » Sk) 
»* 
£ mar f E 
Sa = Pn-kiSi ** *» 8 


Lésen wir die Gleichung f= 0 in bezug auf z,: 
a) zy = F(a, ’ oi ’ zy, 1)- 
Soll sie invariant bleiben bei der Substitution (5), so haben wir 

‘ — , 

Sn Xp = F'(§, z,,-- » Ba—s S——1 
oder, gemiiB (2*) und (a): 

Pn —7 (Ens ° + > Ee) Fes 2+) Za—a) = FE By, - + +s Gy 1 Zp—1)s 

welches nichts anderes als eine Gleichung von der Form (3) ist. Also ist 
homogene Gleichung. 


” , 
(a) eine 
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Exponenten «,, vollkommen frei, indem die Forderung der Invarianz einer 

gegebenen Gleichung, natiirlich, auch die Exponenten priizisiert. 
Bemerkung II. Mit dem Satze V ist noch nicht gesagt, daB die 

gegebene Gleichung selber schon die homogene Form haben mub: 
Beispiel. Die linke Seite der Gleichung 


(s) a, GB, 


GB, * i— GB, ~° 


1 


wo A und a irgend welche bedingt homogene Funktionen nullter Ord- 


nung sind, B, und B, einzeln geaommen aber dieser Bedingung nicht ge- 
niigen, ist offenbar nicht homogen. 


Sie ist aber folgenden Gleichungen fquivalent: 


(b) A+GB,— GB, =0, 
; , B, 
(c) A + G B, = 0 


welche beide bedingt homogen sind. 
Satz VI. Ist eine Gleichung oder ein System von Gleichungen bedingt 
homogen, ist 
a" x; 


T= 
, ; 
dz, 


und sind &,, &,, &. die Ubergangsfaktoren resp. von x,, X,, Z,, 80 mup unter 
den bedingenden Gleichungen notwendigerieise auch die folgende enthalten sein: 


(6) “eu - 


§ 4. 

Kann man zu einem gegebenen System von bedingenden Gleichungen 
die allgemeinste Form angeben, auf welche sich jede entsprechende be- 
dingt homogene Gleichung zuriickfiihren la8t, so kann man auch umge- 
kehrt nach jenem System von bedingenden Gleichungen fragen, welches 
eine gegebene Gleichung invariant |aBt. 

Eine speziellere Forderung ist sofort zu erfiillen: solche bedingende 
Gleichungen aufzustellen, gegeniiber welchen jedes einzelne Glied der ge- 
gebenen Gleichung eine homogene Funktion sei und zwar so, daB alle 
Glieder von derselben Ordnung seien. Fassen wir alle Potenzprodukte ins 


Auge, welche als einzelne Argumente in der gegebenen Gleichung auf- 
treten. Bezeichnen wir mit 


P,(2), P,(2), es P,, (2) 


Mathematische Annalen. LXXVILI. 18 
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diejenigen unter ihnen, welche als Faktoren vor den einzelnen Gliedern 
stehen, (als Spezialfall davon mu auch die Einheit betrachtet werden), 
und mit 
Pnz1(®), Pusa(®),*+ > Pus) 
alle diejenigen, welche irgend wie anders auftreten.*) 
Dann geniigen unserer Forderung folgende bedingende Gleichungen: 


(7) P,(E) = P,(é) =--- = P,(8), 


m 


(8) Poi (6) = 1; Pias(6) = 1; ---5 P,(6) = 1. 
Es kann vorkommen, daB das einzige Lisungssystem, welches diese Glei- 
chungen zulassen, lauter Kins sind: 
a? as 2 

Damit ist aber nicht gesagt, daB die gegebene Gleichung in bezug auf 
keine bedingenden Gleichungen invariant bleiben kénne; es ist noch denk- 
bar, daB sie auf eine andere Form reduzierbar wiire, welcher eine geringere 
Anzahl von Gleichungen (7) und (8) entsprechen. 

Beispiel. Es seien im Beispiel zu der Bemerkung II des § 1 unter 
A, B, und B, folgende Funktionen verstanden: 

A=z2,2,, B,=—2,, B= 2z. 

Dann entsprechen der Form (a) und auch der Form (b) folgende Glei- 
chungen (7) und (8): 


ore 


1& = 1, &=1, &=1 
welche das einzige Lisungssystem zulassen 
&=—-1, &=—1, §&—1. 


Hingegen der Form (c) entsprechen die Gleichungen 


21 


3 


&& = 1, ? 


Ore | ore 


aus welchen die bedingenden Gleichungen 


= 1 


1 2? 


ore 


¢ 
© 


ure 


3 
mit einer unabhingigen Variablen (&) folgen. Es zeigt sich somit, daf 
unser Problem nicht immer leicht in seiner allgemeinsten Form zu be- 
antworten ist. 


*) Z. B. in der Gleichung: 


a+ ate” 4+ y*V2?—1+2=—0 
sind 
P,=2, P= P=y'’, i=1; m=—4, 


x? 
, 
P,=y', Ph =—2z*; r=2. 
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§ 5. 

Die entsprechenden Betrachtungen kénnen uns dienen um den Uber- 
blick tiber die Herleitung neuer Gleichungen auf Grund von Dimensio- 
nierung ihrer Variablen zu verschaffen. Wir haben nur noch eine leicht 
zu beweisende Tatsache zu beachten: 

Satz VII. Ist eine Gleichung Folgerung eines bestimmten Gleichungs- 
systems und sind alle ihre Konstanten durch dieses Gleichungssystem voll- 
kommen definiert, so ist sie bedingt homogen in bezug auf dieselben be- 
dingenden Gleichungen, wie das gegebene Gleichungssystem. 

Bemerkung I. Enthilt die betreffende Folgerung solche Konstanten, 
welche nicht auf Grund von gegebenen Gleichungen zu berechnen sind 
(etwa Integrationskonstante), so kann es vorkommen, dab die Homogeneitiit 
dieser Gleichung durch die Mitvariation dieser Konstanten erreicht wird — 
dann aber kann man nicht beurteilen, wie die Gesamtheit der Variablen 
allein in ihr auftritt. 

Beispiel. Es sei die Gleichung 

A +Ka=0 
gegeben und es sei ihr Integral gesucht. Die bedingende Gleichung hier ist: 


== “°£. 


Der Faktor § hebt sich heraus, und man erhilt eine bedingende Gleichung 
—~ =F, d. h. kt = Z 


welche auf gar keinen Zusammenhang zwischen der Variablen x und den 
Variablen ¢ und & hinweist. 
In Wirklichkeit besteht aber die Gleichung 
(9) z= ASin kt + B Cos kt, 
welche deshalb der Willkiirlichkeit des Faktors § nicht widerspricht, weil 
bei seinem Einfiihren auch die Konstanten A und B mitvariieren. 
Bemerkung II. Aus dem Satze IV, § 3, folgt, daB die unbestimmte 
Funktion ® in der gesuchten homogenen Gleichung um so mehr Argumente 
enthalt, je mehr bedingende Gleichungen man hat. Die gesuchte Gleichung 
wird also um so mehr umschrieben, je weniger bedingende Gleichungen 
man hat.*) 


*) Man hat dann mehr Freiheitsgrade, nach welchen man die Abbingigkeit 
zwischen den Variablen priifen kann. 


18* 
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Hat man also die gegebenen Gleichungen nicht geniigend geschickt 
aufgeschrieben, so erhilt man bei Anwendung der Methode des § 4 mehr 
als nétig bedingende Gleichungen (7) und (8). 

Figt man zu den bedingenden Gleichungen des gegebenen Systems 
noch weitere bedingende Gleichungen — aus irgend welchen anderen Ge- 
sichtspunkten — hinzu, so vermindert man wiederum die Bestimmtheit 
der Liésung. 

§ 6. 
Materielle und formelle Homogeneitit. 


Nun wollen wir die Ubergangsfaktoren nach ihrem Ursprung unter- 
scheiden. 
22. Bedeutet die Transformation 


, 


ore 


17%) 


ure 


a, 
ty = So 2a, 


> 


eine materielle Anderung, so nennen wir die bedingenden Gleichungen 


zwischen den Ubergangsfaktoren — Modellgleichungen. 

23. Eine den Modellgleichungen geniigende Transformation — Modell- 
transformation. 

24. Die Gesamtheit von Lisungen 2,', 2,,--- welche durch eine 
Modelltransformation aus der Gesamtheit von Lésungen 2,, 2, --- erhalten 
wird — Modell dieser letzteren. 


25. Eine Funktion, resp. Gleichung, welche bedingt homogen in be- 
zug auf Modelligleichungen ist, nennen wir materiell homogen. 
12*. Bedeutet die Transformation 


eine formelle Anderung, so sind die bedingenden Gleichungen zwischen 
den Ubergangsfaktoren nichts anderes, als Dimensionsyleichungen. 

26. Eine den Dimensionsgleichungen entsprechende Transformation 
nennen wir formelle Transformation. 

27. Eine Funktion, resp. Gleichung, welche bedingt homogen in be- 


zug auf Dimensionsgleichungen ist, nennen wir formell homogen. 


§ 7. 


: 


Versteht man unter den £ materielle Faktoren, so bildet der Satz VII, 
§ 5, die Grundlage der Modelliheorie, von der der bekannte Satz von 
Froude eine Spezialisierung ist. 





es 


a ee 
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Versteht man unter den £ formelle Faktoren, so kann der Satz VII 
die Grundlage fiir die Ableitung der Gleichungen aus der Betrachtung 
der Dimensionen bilden. Sind niimlich die Dimensionsgleichungen so ge- 
wihlt, daB alle Gleichungen, von welchen die gesuchte Gleichung eine 
Folgerung ist, sich als formell homogen erweisen, so fallen offenbar die 
entsprechenden Modellgleichungen mit den betreffenden Dimensionsglei- 


chungen — oder, wenigstens, mit einem Teil dieser Dimensionsglei- 
chungen — zusammen. Und die Dimensionsbetrachtungen fiihren ebenso 


gut zu einem richtigen Resultate, wie die Modelltheorie.*) 

Aus der Bemerkung II des § 5 folgt aber, daB man mit Riicksicht 
auf die Bestimmtheit des Resultates die tiberfliissigen bedingenden Glei- 
chungen vermeiden muB. Der rechnerische Unterschied zwischen den 
Modell- und den Dimensionsgleichungen ist aber der, dab zu jeder Gruppe 
von Gleichungen zwischen den GréBenzahlen eigene Modellgleichungen 
gehéren, hingegen die Dimensionsgleichungen — ihrem Wesen nach — 
ein fiir allemal gegeben werden; sollen sie der formellen Homogeneitit 
aller grundlegenden Gleichungen entsprechen, so werden sie offenbar sehr 
zahlreich sein, und werden somit, im allgemeinen eine unnitige Unbe- 
stimmtheit in das Resultat hineintragen. 


Immerhin kann man, bei Beriicksichtigung der Ausgangsgleichungen, 
fehlerfrei, wenn auch nicht mit dem gréStméiglichen Erfolg, die Dimen- 
sionsbetrachtungen anstatt der Modelltheorie anwenden. (Natiirlich mit 
dem Vorbehalt, der durch die Bemerkung I, § 5 ausgedriickt ist.) 

Deshalb ist es angemessen nach einer solchen Spezialisation von 
Dimensionsgleichungen zu fragen, welche diesem Standpunkte entspriiche. 

Nehmen wir an, da alle physikalischen Gleichungen sich auf eine 
bestimmte Gruppe von Gleichungen zuriickfiihren lassen. Dann hiitte man 
einfach die Modellgleichungen aufzustellen, welche dieser gesamten Gruppe 
entsprechen und die Dimensionsgleichungen identisch mit diesen Modell- 
gleichungen zu machen. 

Es kiénnen folgende Hindernisse im Wege stehen: 

a) Man hat noch nicht so eine grundlegende Gruppe von Gleichungen 
gefunden. 

b) Man hat keine Garantie, daB sie endlich sei, und auch daB die 
Anzahl der Grundvariablen endlich sei. 

*) Gewéhnlich wird aber die formelle Homogeneitiit der Ausgangsgleichungen 
nicht untersucht, und man operiert so, als ob jede Gleichung an und fir sich homogen 
sein sollte, was keine Begriindung hat 
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ce) Sollte die betreffende Gruppe gefunden sein, so kann es sich er- 
geben, daB die entsprechenden Modellgleichungen entweder alle oder, 
wenigstens, einige der Faktoren £ zu Kins machen. Dieses wiirde heiBen, 
daB man die Einheiten der entsprechenden GréBen nicht findern diirfte 
ohne die Invarianz einiger Gleichungen zu zerstéren. Mit anderen Worten, 
es ist deakbar, daB kein Dimensionssystem zu finden sei, gegeniiber welchem 
alle physikalischen Gleichungen ohne Ausnahme formell homogen waren. 


§ 9. 
Die Rolle der formellen Variablen. 


Sind die Gleichungen zwischen den GréSenzahlen nicht formell homogen 
in bezug auf ein gegebenes Dimensionssystem, so kénnen sie noch immer 
formell homogen gemacht werden, wenn man sich entschlieBt zu dem System 
der formell verinderlichen Zahlen noch passend gewdihlte formelle Variablen 
zu adjungieren. 

Dieses kann immer dadurch erreicht werden, daB man jene Potenzen- 
produkte ins Auge faBt, welche in § 4 besprochen worden sind, und die 
vor ihnen stehenden Koeffizienten formell variieren laBt. 

Es sei 
(10) k, P(x) = Q,(a, k;). 

Setzt man dann in den Gleichungen (7) und (8) Q,(z,%,) an Stelle 
von P;(z) und beachtet die noch so beliebig gegebenen Dimensionsglei- 
chungen, so lassen sich die formellen Ubergangsfaktoren x, der Koeffi- 
zienten k, immer als Potenzprodukte der formellen Faktoren der Grund- 
variablen so berechnen, da die Gleichungen (7) und (8) befriedigt werden. 

Auf diese Manier wird eine Gleichung von beliebigem analytischen Bau 
bei einem beliebigen Dimensionssystem formell homogen. 

Satz VIII. Jeder Koeffizient k,, welcher als Faktor irgend ein Potenz- 
produkt P(x) begleitet, kann als Potenzprodukt von Spezialwerten der in die 
Gleichung eintretenden Grifenzahlen dargestellt werden.*) 


*) In der Tat, es sei 2,’, x,’,---, 2; irgend ein System von Spezialwerten der 
Variablen 2,,---,2,. Es sei 
(11) P (Hy, Ly, ++» Ly) = OK, P,, ky P,, «++, k, Pr) = 0 


die gegebene Gleichung, wobei 
P, + x!) xg** att, ween 
bedeute. Nennen wir 


>» ss nt nf Mie . ol Mi 
Pi = a ** a®* --- we, 


x 
A 
Ys ma 4, 


Pi(y) = yi** ys"? --- yn!" - 
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§ 10. 
Untersuchung des speziellen in der Physik hergebrachten 
Dimensionssystems. 


. 


Es herrscht die allgemeine Uberzeugung, daB alle Gleichungen der 
Physik nicht anders als homogen sein kénnen und daB die Dimension 
einer GréBe in enger Beziehung zu ihrem Wesen und zu ihrer funktio- 
nellen Abhiingigkeit von anderen GréBen stehe. DaB das hergebrachte 
Dimensionssystem dieser Uberzeugung nicht entspricht, kénnen folgende 
Beispiele zeigen: 

. mM, 
(a) f= k = 
wo f die Gravitationskraft, r Abstand zwischen den zwei anziehenden 
Punkten, m, und m, ihre Massen bezeichnen. 

Da Lange, Masse und Zeit im hergebrachten System Grundvariable 
sind, so kann man in der Dimensionsgleichung 


a 
Q—*n 


2 


welche aquivalent ist zu der Gleichung 


uJ ore 


u 
ce 
den formellen Faktor x des Koeffizienten k nicht gleich 1 setzen. Er 
mu8 viclmehr sein 
=. 


ry? 


Multiplizieren und dividieren wir jedes Argument k;P; mit P;', dann nimmt (11) die 
Gestalt an: 


F(k, P,’ P, (y), ky P, P, (y), 4 : k.. es P.(y)) = 0 ‘ 
Andert man die Einheitenwahl, so veriindern sich die Ausdriicke P,, P;’, k;. Es bleiben 
aber unveriindert die Ausdriicke P,(y). Also bleibt die Gleichung bestehen, wenn 
die Ausdriicke 

—_= k; P; 
dieselben Zahlenwerte behalten, die sie bei der urspriinglichen Einheitenwahl erhalten 
haben, d. h. wenn stets 


k; _ U, 2, “+4 af “2 ip - af tin 


ist. 
Daraus folgt fiir die formellen Ubergangsfaktoren x, 
%; == £ a1 & “#? ~~ §> Min, 


Wir haben somit k; als eine formelle Variable und zugleich als Funktion der Spezial- 
werte der GréBenzahlen dargestellt. 
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alse ist k eine formelle Variable und die Gravitationsgleichung ist nicht 
homogen. 


(b) w=k kl 


wo w Zentralwinkel, r Strahl des Kreises, S Bogenlinge beseichnen. 
Die entsprechende Dimensionsgleichung lautet: 
=x 

denn S und e, als Liingen, haben beide denselben formellen Faktor, der 
sich kiirzt. Somit muB der Koeffizient k notwendigerweise formell variabel 
sein. Und faktisch, obwohl mar. den Winkel als eine ,,reine Zahl“ zu be- 
zeichnen pflegt, behandelt man ihn als eine Grundvariable, denn man andert 
seine Einheit, und zwar unabhingig von allen anderen! 


(c) y = A Cos ake (¢+ B) 


wo y Ablenkung eines schwingenden Punktes aus seiner Ruhelage, ¢ Zeit 
bedeuten. 

A und B sind nichts anderes als formelle Variablen, welche nur un- 
mittelbar als Spezialwerte der GréBenzahlen y und ¢ gedeutet werden, 
gemiB dem Satz VIII des § 9. 

T wird entweder unmittelbar als Spezialwert der Zeit gegeben oder, 
wenn man die Gleichung (¢) als Integral erhilt, auf Grund der entsprechen- 
den Differentialgleichung als Funktion gewisser anderer GréBenzahlen be- 
rechnet. 

Das hergebrachte Einheitensystem liefert also nicht dasjenige, was man 
ihm zumutet. Die pkysikalischen Gleichungen sind im hergebrachten Dimen- 
sionssystem durchaus nicht alle formell homogen. 


§ 11. 
Ist ein ,,wahres“ Dimensionssystem mdglich? 


Es fragt sich, ob nicht doch ein solches System zu finden wire, 
welches alle Gleichungen der Physik formell homogen macht. Im § 8 
haben wir ein solches System charakterisiert.*) Abgesehen aber von den 
erstgenannten Hindernissen ((a) und (b)), welche, vielleicht, nur provisorisch 
wiiren, zeigt schon das Beispiel (b) des § 10, daB das letzte Hindernis (c) 
nicht zu beseitigen wire: wir haben auch mit solchen Gleichungen zu tun, 
bei denen die formellen Variablen auf keine Weise zu beseitigen sind. 
Man kann die Anzahl solcher Gleichungen unbestimmt erweitern. So 


*) So ein System wiirde wohl als das ,,wahre“ anerkannt sein in dem Sinne, 


wie es z. B. Féppl meinte. Féppl: Einfiihrung in die Maxwellsche Theorie der 
Elektrizitit, 1894, 8. 119. 
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z. B. alle Gleichungen, durch welche eine Gré8e als mathematisch homo- 
gene Funktion nullter Ordnung von GréBen einer und derselben Art 
definiert wird. Oder solche, wo mehrere Glieder verschiedener Ordnung 
von einer und derselben Gréfe vorkommen. Und da man immer solche 
Formen von physikalischen Objekten denken kann, die durch derartige 
Gleichungen zwischen den Koordinaten definiert werden, so hat man kein 
Recht Gleichungen von solehem Bau aus der Physik auszuschalten. 

Beispiel y=az-+bz*, wo y und x rechtwinklige Koordinaten 
einer reellen gebogenen Messingstange sind. 

Es ergibt sich also: es ist kein Dimensionssystem méglich, bei welchem 
alle Gleichungen der Physik formell homogen wéiren. 


12. 


Sr 


Zur Entstehung des hergebrachten Dimensionssystems. 


Um die irrige Auffassung betreffs Dimensionen, von welcher in § 10 
die Rede war, véllig zu tiberwinden, ist es zweckmiBig, ihrem Ursprung 
nachzugehen. 

Das hergebrachte Einheitensystem ist entstanden, in Verband mit der 
praktischen Forderung: die meisten GréBen indirekt zu messen und zwar 
auf Grund von Gleichungen, welche sie mit einer geringen Anzahl leicht 
meBbarer GréBen verbinden. 

Es ist daher zweckmiBig gewesen die elementarsten Gleichungen, 
welche zur Berechnung der abgeleiteten geometrischen und mechanischen 
GréBen dienen, zugleich auch dazu zu gebrauchen, um deren Finheiten 
festzulegen. Dieses ist dadurch geschehen, daB die Dimensionsgleichungen 
fiir diese GréBen mit den jenen Gleichungen entsprechenden Modellglei- 
chungen zusammenfallen. Damit ist erreicht, einerseits die formelle Homo- 
geneitat dieser Gleichungen, andererseits, daB die Einheiten der abgeleiteten 
Variablen bei jeder Einheitenwahl stets auf dieselbe Weise durch die 
Einheiten der Grundvariablen beschrieben werden.*) 


*\ 


) Beispiele: 1. Wenn /, und /, die zwei Liingenabmessungen eines Recht- 
eckes und s dessen Flicheninhalt bezeichnen, so ist bei dem allgemeinsten Einheiten- 
system 
(#) s=k,1,1,, 
wo k eine formelle Variable ist. 

Die Modellgleichung dazu lautet: 
(a) o=mi 
Die Dimensionsgleichung: 
(b) 6 = x, 1?, 
Da aber im hergebrachten Dimensionssystem x, = 1 gesetzt wird, so fallen die Glei- 
chungen (a) und (b) zusammen. Es sei beachtet, daB in der Geometrie das Wort 
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Die Dimensionsgleichungen fiir die folgenden GréBen werden konsekutiv 
mit dem Bestreben aufgebaut, daB die Gleichungen, in welchen man zum 
ersten Male auf sie stéBt, wiederum formell homogen seien. Auch hier 
hingt es mit dem praktischen Zweck zusammen, die Hinheiten dieser 
GréBen méglichst einfach durch die Einheiten der Grundvariablen zu de- 
finieren. Auf diese Manier werden im BewuBtsein Vieler die Begriffe 
»Messen“ ... ,,GréBenzahl berechnen“; ,,Einheitendefinition“ ... ,,GréBen- 
definition“; ,,materielle Anderung der GréBenzahl“ ... ,,formelle Anderung“; 
»Dimension“... ,,Wesen der GréBe“ miteinander verschmolzen. Man er- 
wartet, daB in Analogie zu den genannten elementaren geometrischen und 
mechanischen GréSen auch fiir alle weiteren GréBen auBer Dimensions- 
gleichungen auch Modeligleichungen bestehen miissen und zwar von gleicher 
Form wie die Dimensionsgleichungen, welches auf die Existenz von ent- 
sprechenden Gleichungen zwischen den GréBenzahlen hinweisen wiirde. 

DaB diese Erwartung villig unbegriindet ist, sollte schon daraus er- 
sehen werden, daB faktisch mehr als ein Dimensionssystem sich ohne jeden 
rechnerischen Widerspruch hat durchfiihren lassen — niimlich die beiden 
Systeme elektromagnetischer Einheiten. 

Wir haben aber in § 9 gesehen, wie man auch ein beliebiges Ein- 
heitensystem ohne rechnerischen Widerspruch durchfiihren kann und dabei 
bei der illusorischen Uberzeugung von der formellen Homogeneitiit aller 
physikalischen Gleichungen bleiben kann. (Satz VIIL) 

Auch ist die Ansicht, als ob jede GréBe, welche man augenblicklich 
noch nicht direkt zu messen versteht, iiberhaupt eine ,,Dimension“ besitzen 
miisse, ein MiBverstiindnis: Die Aussage (A) des § 1 konstatiert, daB wie 
man auch eine gegebene GréBe faktisch ausgemessen haben mag, man 
ihre GréBenzahl doch immer in bezug auf eine willkiirliche Einheit um- 
rechnen kann. Diese letztere Einheit braucht also in keinem Verband mit 
den tibrigen zu stehen. 


Dimension“ noch einen anderen Sinn hat, welcher eben nicht zu den formellen, 
sondern zu den materiellen Anderungen Beziehung hat. 
2. Wenn v Geschwindigkeit, x Linge, t Zeit bezeichnet, so ist 
(#*) v =k, és. 
2 dt 
Die entsprechende Modeligleichung ist: 


(a) 9= 


(b) =x, 


Im hergebrachten System x, —1 und somit fallen auch hier die Gleichungen (a) und 
(b) zusammen. . 
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§ 13, 


Aus dem Vorhergehenden folgt, daB die sehr verbreitete Methode die 
Form noch unbekannter Gleichungen zwischen GréBen, deren Dimension 
schon festgelegt ist, auf Grund der Homogeneitiitsforderung festzustellen, 
keine Basis hat und im allgemeinen zu Fehlern fiihren kann. DaS man 
trotzdem so oft gute Resultate erhilt, hingt zum Teil damit zusammen, 
daB viele Gleichungen Folgerungen jener sind, auf welchen man das Ein- 
heitensystem aufgebaut hat, welche also formell homogen sind; zum Teil 
aber beruht es darauf, daB man auf eine geschickte Weise, unbewuBt von 
den im Satz VIII erwihnten Spezialwerten der Variablen Gebrauch macht.*) 


*) Beispiele: 1. Man nimmt nie Ansto®S daran, daB die Konstanten A und B 
in der Gleichung (c) des § 10 formell variabel sind, weil man sie leicht auf eine 
physikalische Manier deuten kann. Wie wire es aber, wenn man so eine Gleichung 
allein auf Grund von Dimensionsbetrachtungen zu erraten hiitte? 

2. Man kommt zu einem richtigen Resultat, wenn man die Schwingungszeit T 
eines schweren Pendels uls Funktion seiner Liinge J und der Beschleunigung des 
Schwerefeldes g auf Grund von Dimensionsbetrachtungen feststellen will — aber nur 
im hergebrachten Dimensionssystem (siehe Appell: Mécanique rationnelle, p. 91, T. I). 
Sollte zwischen den formellen Faktoren t von T, 4 von 7 und y von g z. B. folgende 
Dimensionsgleichung bestehen: 


(anstatt von 


und wollte man eine gleiche Modellgleichung daraus erschlieBen, so wiirde man auf 
folgende Beziehung kommen: 


I 
(a) T=k, q 
anstatt auf 
an ws. 
(b) T=k, ) : 


Der Fehler wiirde nicht in der Annahme einer anderen Dimensionsgleichung, 
sondern in dem Identifizieren der Modell- mit der Dimensionsgleichung bestehen. 

Es ist aber auch ein solches schwingendes System nicht ausgeschlossen, in 
welchem die Schwingungsperiode T mit einer Linge / und einer Beschleunigung g 
gerade durch die Gleichung (a) verbunden wiire. Dann aber wiire im hergebrachten 
System der Koeffizient k, formell variabel. 

3. Es sei von einem festen Abstande a eine absolut elastische Kugel auf eine 
absolut elastische Ebene fallen gelassen. Sie wird periodische Schwingungen ausiiben. 
Die Schwingungsperiode T wird offenbar Funktion folgender GréBen sein: a, r (Ab- 
stand des Systems vom Erdzentrum), m (Masse der Erde). Man versuche diese Be- 
ziehung auf Grund von Dimensionsbetrachtungen festzustellen. 
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§ 14. 
Zusammenfassung. 


Wir kommen zu folgenden Behauptungen: 

1. Die allgemein verbreitete Uberzeugung, daB alle physikalischen 
Gleichungen homogen (in unserer Terminologie ,,formell homogen“) seien, 
ist unrichtig: in vielen Gleichungen kommen solche Zahlen vor, welche 
ohne Funktionen von GréBenzahlen zu sein, bei Einheitenwechsel variieren 
miissen. 

2. Dieses wird oft deshalb iibersehen, weil jede derartige Zahl als 
Funktion von Spezialwerten der GréBenzahlen gedeutet werden kann. 

3. Adjungiert man zu dem System von GréBenzahlen noch diese 
formellen Variablen, so kann die Forderung der formellen Homogeneitit 
keine Schranken mehr auf die Form der physikalischen Gleichungen auf- 
erlegen. 

4. Die Uberzeugung, daB die Dimension einer Zahl auf ihre funktio- 
nelle Abhiingigkeit von irgend welchen GréBenzahlen hinweisen kénne, ist 
ebenfalls unrichtig. 

5. Sie beruht auf Verwechslung der Begriffe, die wir mit den Worten 
»materielle“ und ,formelleé Homogeneitiit bezeichnen. 

6. Nur insofern die Modellgleichungen der gesuchten Gleichung mit 
den Dimensionsgleichungen iibereinstimmen, kénnen diese letzteren zur 
Feststellung dieser Gleichung dienen. 

7. Aber auch dann gibt im allgemeinen die Modelltheorie bestimmtere 
Resultate. 

8. Sowohl Dimensions- als auch Modellbetrachtungen laufen auf nichts 
hinaus, wenn die gesuchte Gleichung Konstante enthilt, die nicht aus den 
Gleichungen zu berechnen sind, von denen die gesuchte eine Folgerung ist. 

9. Es ist kein Einheitensystem méglich, bei welchem alle Gleichungen 
der Physik frei von formellen Variablen wiiren.*) 

10. Es ist gar nicht notwendig die Variationen der Einheiten ver- 
schiedener GréBen voneinander abhingig zu machen (den GréBen ,,Dimen- 
sionen“ zuzuschreiben).*) 

11. Geschieht es doch, so kénnen die Beziehungen zwischen diesen 
Variationen nicht anders als durch Potenzproduktgleichungen (Dimensions- 
gleichungen) ausgedriickt werden. 


Leiden, den 15. Marz 1915. 


*) Vgl. T. Ehrenfest-Afanassjewa, Uber die Willkiirlichkeit bei Dimensionierung 
phys. GréBen. Math. Naturwissensch. Bl. 1905. 
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Distanzschatzungen im Funktionenraum II. 
Von 


W. Buascuxe in Leipzig und G. Pick in Prag. 


Die Siitze tiber ,,.kkonvexe“ Funktionen, die in der ersten Abhandlung 
gleichen Titels*) aufgestellt sind, werden dort mit Zuhilfenahme massen- 
geometrischer Uberlegungen bewiesen. Im Folgenden wird eine rein ana- 
lytische Grundlage fiir den Beweis dieser und weiterer Siitze gegeben, und 
zwar mittelst einer linearen Integraldarstellung der positiven konvexen 
Fanktionen durch eine besondere Klasse unter ihnen. Die Integraldarstellung, 
die den von Stieltjes eingefiihrten Integralbegriff verwertet, wird in den 
$$ 1—7 entwickelt und untersucht. Die drei folgenden Abschnitte ent- 
halten Anwendungen. 

Wenn wir auch den erwihnten massengeometrischen Erwigangen 
den Vorzug groBer Anschaulichkeit einriumen, darf nicht verkannt werden, 
daB das neue Beweisverfahren weiter fiihrt Es ist uns zum Beispiel nicht 
gelungen, den von Frank lingst vermuteten allgemeinen Satz, der in § 10 
bewiesen wird, auch durch massengeometrische Schliisse darzutun. 

Der vorliegende Teil der Abhandlung ist unabhingig von dem friiher 
erschienenen lesbar. 


es 


Die @. 

Betrachten wir die im Intervall O< 2< 1 ,mach oben konvexen“ 
oder, wie wir kurz sagen wollen ,konvexen“ Funktionen. Jede solche 
Funktion g(x) hat die kennzeichnende LEigenschaft, daB fiir drei auf- 
einanderfolgende Punkte 2,, 2, 2; 

(05%, <4,< 4,51) 


*) ,,Distanzschiitzungen im Funktionenraum I.“ Von Ph. Frank und G. Pick in 
Prag. Math. Ann. 76, 8. 354—375. (Im folgenden mit F. I. zitiert.’ 
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stets die Ungleichung gilt*) 


L 2, (2) 
(1) 1 2, g(2%)| <9. 
lL 2, (as) 


Eine konvexe Funktion ist in den inneren Punkten des Intervalles 0, 1 
von selbst stetig. Es existieren ferner immer die Grenzwerte Lim g(z), 
r=0 
Lim g(#). Wir wollen spiiter stets die Annahme machen 
z=1 
(2) p(0) = Lim g(x), (1) = Lim g(z), 
z=0 z=1 

d. h. wir werden nur solche konvexe Funktionen in Betracht ziehen, die 
im abgeschlossenen Intervall 0 < 2 < 1 stetig sind. 

Jede konvexe Funktion p(x) gibt uns die Gleichung einer ,,konvexen 
Kurve“ y = m(xz). Wir werden im Folgenden insbesondere konvere Kurven 
y = @(z, t) benutzen, die sich aus zwei geradlinigen Stiicken cusammensetzen 


(3) @ (2, t) 


- 3 —* fir x >t. 


se fir 2<t 
V t =") 


Jedem Wert des Parameters ¢ {0 <¢< 1} entspricht eine Kurve dieser 
@-Schar, eine Kurve, die an der Stelle x = ¢ eine Ecke hat. Den Para- 
meterwerten 0 und 1 wollen wir noch die Kurven zuordnen 


(4) g(z,0)=VY3(1—2), G(2,1l)—V3-e. 
Die Beifiigung des Faktors 3 ist unwesentlich. Es wird dadurch erreicht, 
daB die @-Kurven ,mormiert“ sind, d. h. der Bedingung 


1 


(5) G, G) =f Fdz—1 
0 


geniigen. 


*) Bei anderen Autoren werden die Funktionen, die wir (mach oben) konvex 
nennen als konkav bezeichnet, vgl. J. L. Jensen in Acta mathematica 30 (1906), S. 175. 
Der Begriff der konvexen Funktion diirfte von O. Stolz heriihren, Grundziige der Dif- 
ferential- und Integralrechnung, Leipzig, Bd. 1 (1893), 8. 35. 
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§ 2. 
Erzeugung der Polygone mittels der @. 


Durch Linearkombination von @-Kurven mit positiven Koeffizienten 


, , =, , 
(6) 9(2) = >) 6, F(a, t), {4 >0} 
0 
erhalt man wieder eine konvexe Kurve, denn man findet 
1 2, (%) 1 x, G(x, 4) | 
[1 2 p(%)|= = G1 ty G(%,t)| <9. 
1 2% (#3) L 2 (as, t) 


Die so gefundene Kurve ist ein konvexes, positives {p(2) > 0} Polygon. 
Wir wollen nun zuniichst umgekehrt zeigen: Jedes konvexe positive Poly- 
gon mit endlich vielen Ecken kann aus den @ durch Linearkombination mit 
positiven Koeffizienten hergeleitet werden. 

Das kann man so einsehen. Nehmen wir in (6) 

O=h <4 <h<---<ch—l, 
dann haben wir an der Stelle ¢, {0 < 4#,< 1} fiir die Ableitung von (z) 
(7) y (t,+0) — 9 (4, —-9) = 4, (9 +9, 4) — 9 (4—9,4)} 
— oo oe 
--V8 a 
Ist nun ein positives konvexes Polygon y= q(x) vorgeschrieben, an dessen 
innerem Eckpunkt ¢, die Ableitung g’(x) den Zuwachs A, hat 
y (t,+0) — 9'(t,—0) =A, 
(O<t4<1; k—1,2,----n—1; A,<0}, 
so findet sich fiir den Koeffizienten ¢, die Gleichung 
5 

(8) — <i ¢,=A,, {k= 1,2,---n—1)}. 
Die Randbedingungen fiir z= 0 und g = 1 ergeben die Werte der beiden 
noch ausstindigen Koeffizienten ¢, und ¢, 
(9) 9(0)=V3%, 9(1)— V3 ¢. 

Berechnen wir nun aus (8) und (9) die ¢ und bilden wir mit Hilfe 
dieser positiven Konstanten {¢,, ¢, > 0; ¢,, ¢,,-+-, €,.; > 0} die Funktion 


o(2) = DoF, t), 
0 
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so fallt die Funktion y(x) mit der vorgegebenen Funktion (x) zusam- 
men. Denn zuniichst ist die Differenz der Ableitungen g’(xz) — w'(x) nach 
(8) konstant. Wir haben also 


p(x) = o(4) + ax+b. 
Wegen der Randbedingungen (9) ist aber 


g(0)=— (0), (1) —v/(1) 
und daraus folgt 


a=0, b=0. 
Das hier dargelegte elementare Verfahren liBt sich verallgemeinern 
und wir wollen schrittweise zeigen, dab es — wie man sich kurz aus- 


driicken kann — méglich ist, jede beliebige positive und konvexe Funktion 
aus (im Allgemeinen) unendlich vielen @ durch positive Linearkombination 
herzuleiten. An Stelle der Summation tritt dabei eine besondere Art von 
Integration, wie sie zuerst von Stieltjes eingefiihrt worden ist. 


Integraldarstellung differenzierbarer konvexer Kurven. 

Man erreicht den gewiinschten Zweck schon mittels der gewébnlichen 
Integrale Riemanns, wenn man annimmt, dab die darzustellende konvexe 
und positive Funktion g(a) zweimal stetig differenzierbar ist im abge- 
schlossenen Intervall 0<2< 1 und den Randbedingungen 

p(0)=9, g(1)=0 
geniigt. Dann liBt sich g(x), wie wir jetzt zeigen werden, in der Form 


schreiben 
1 


(10) p(x) = | P(a, t) f(t) at, 
0 


worin f(¢) positiv und stetig ist. 

DaB wirklich jede in dieser Form dargestellte Funktion g(x) positiv 
ist, ist selbstverstindlich, daB sie auch konvex ist, ergibt sich wieder 
mittels der Determinantenbedingung 


1 2, 9(2;) 1/1 4&4, G(x, t) 
1 4% 9(%)|= 1 a, @l(a,t) f(t) dt<o. 
1 2, (25) ° }1 ty @(2sz, t) 


Aus (10) oder ausfiihrlich geschrieben aus 


z 1 

9 (=) , f@ A) 

~ —(1—2) f P,ate f at 
0 x 
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folgt durch Differentiation 


z 1 
gy’ (x) * f@® "£0 
(11) i =~ fina"tf at. 
0 x 
Dafiir kann man auch schreiben 
1 
gy’ (x) = | a A f(t) dt. 


e 
0 


Differenziert man (11) noch einmal, so ergibt sich 


gp (2) ss F(@) 

V3 x2(l—-2) 
oder die gewiinschte Auflésung der Gleichung (10) nach f 
(12) f(z) =— 7 *) (x). 


Da p(x) konvex sein soll, darf p(x) mit zunehmendem z nicht zunehmen. 
Wir haben also »”(x) <0, und daher nach (12) f(z) > 0. 

Setzt man nun umgekehrt die gefundene Lisung (12) in (10) ein, 
so kann man durch Integration nach Teilen bestitigen — wir kommen 
darauf noch zuriick — daB die Gleichung befriedigt ist fiir jede konvexe 
und positive Funktion (x), die zweimal stetig differenzierbar ist und den 


Randbedingungen »(0) = p(1) = 0 geniigt. Unter diesen Voraussetzungen 
ist also jede der beiden Gleichungen 


1 
p(x) =f G(x, t) f(t) at, 


f(z) =— at gy” (x) 


V3 
zwischen den Funktionen g(7) und f(z) die Auflésung der anderen 
(f(a) stetig und > 0} — ein Sonderfall eines bekannten Ergebnisses aus 


der Theorie der linearen Differentialgleichungen zweiter Ordnung. 
Fiihren wir eine nicht abnehmende Funktion ® ein durch die Formel 


J f(a) dx = (2), (0<c<1)} 
so bekommen wir 
1 
(13) p(x) = | (x,t) do(t), 
0 
(14) © (2) =| ani = ” dg'(2). 


Mathematische Annalen. LXXVII. 19 
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Diese Formeln reichen aber nun weiter als die friiheren, wenn man 
die Integration im Sinne von Stieltjes vornimmt. Schalten wir hier zu- 
niichst die einfachen Sitze ein, die wir aus dieser Integrationstheorie 
bendtigen. 


§ 4. 
Die Integrale von Stieltjes.*) 


Die Funktion f(z) sei stetig und die Funktion g(z) sei monoton (aber 
nicht notwendig auch stetig) im abgeschlossenen Intervall a< 2<b. Wir 
zerlegen das Intervall in » Teilintervalle durch die Zwischenpunkte 


a=%<4<%y<--'<a—bd. 


6 sei die gréBte der Teilstrecken z,,,—2,. Wir nehmen noch beliebige 
Zwischenpunkte z,< & << 2,,, an und bilden die Summe 


(15) > fe) (9(Z41)—9(%)}- 


Betrachtet man nun eine Folge derartiger Zerlegungen, fiir die d gegen 
Null konvergiert, so strebt die zugehérige Summe unabhiingig von der 
Wahl der Teilpunkte z, und der Zwischenpunkte &, gegen einen festen 
Grenzwert, den man nach Stieltjes mit 


b 
J f(x) dg(a) 


bezeichnet. Der zu dieser Einsicht fiihrende Existenzbeweis ist ganz 
genau derselbe, wie er auch schon beim Integralbegriff Riemanns er- 
forderlich ist. 

Wir brauchen fiir unsere Integrale vor allem einen Mittelwertsatz. 
Seien P und ( kleinster und gréBter Wert der stetigen Funktion f im 
Integrationsintervall, so haben wir, wenn g etwa als nicht abnehmend 
angenommen wird, 


b 


Pf dg(z)< J f(z) dg() < of ‘ag(e), 


weil far die Naherungssummen (15) die analogen Ungleichungen gelten. 
Wegen der — von f ergibt sich daraus in bekannter Weise 


*) T. J. Stieltjes in Mém. prés. par divers savants & l’Académie des sciences, 
Paris (1902) Bd. 32, Nr. 2, bes. S. 82—87. 
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L J f(@) dg(z) = f@) {9®)—9@)}, 
: a<&&<b. 


In dieser Form gilt der Mittelwertsatz auch, wenn g nicht zunimmt. 
Bilden wir die Funktion 


(16) F(x) =/ f(a) dg(e). 

Man bestitigt ohne Miihe die Existenz der Grenzwerte F(z—0O) und 
F(x+0) und findet 

F(z—0) = F(z) — f(@){9@) —9(@—9)}, 

F(x+0) = F(z) + f(x) {g(a+0) — g(x)}. 


Ist also g an einer Stelle z stetig, so ist dort auch F stetig. Wir fiihren 
noch die Schreibweise ein: 


(17) 


F(a—0)=/ f(a) dg(z), F(@+0)=/ f(@) dg(2), 


z+0 


F(« +0) — F(a—0) =f f(#) dg(e). 


(18) 


Dann gelten z. B. folgende Rechenregeln: 


t23 3s 22) 2 sees 2 
ay ftf-fo fef-So fr Se f-f> 
a c a a b— a a c=- c+ 4 


und folgender abgeinderter Mittelwertsatz 


la. J f(@) d9(z) = f©){9@)—9(a+0)}, 
a<t&<b. 


Wir werden es spiter mit dem einfachen Fall zu tun haben, dab f 
stetig differenzierbar ist. Dann kann man das Stieltjesintegral durch Inte- 
gration nach Teilen auf ein gewdhnliches Riemannintegral zuriickfiihren. 
Es ist namlich 
f(b) 9(6) — f(a) 9(@) = F(%) {9(%1) —9(%)} + 90%) {F) — F%)} 

+ f(@)(9(%) —9(%)i + 90%) (f(s) — F@)} 


+ f(%n—1){9(Fn) — GFn—1)} + IG) (Fen) — F@n-1)} 


*) Hieraus folgt, daB® sich der Integralwert nicht andert, wenn man den Wert 
von g an einer Unstetigkeitsstelle c von g im Innern des Integrationsintervalls abindert. 


19* 
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oder nach dem Mittelwertsatz der Differentialrechnung 


n-1 n—-1 
[F(@) 9(@)P =>! 1a) (941-90) + >) 9 es) Ed) aes —%)- 
0 0 


Dabei ist 
z, < g, < a, +1° 
f’ ist nach Voraussetzung gleichmiiBig stetig, wir haben also 
[f° (241) ti f'(&) | <é 
fiir 
Yai —-% C9. 
Demnach ist fiir |g(x)|<M 


n—1 


n-1 
(2) 9@)V, => Fa) (941) — 9) + >) 9 eas) F eas) (ees — 2) 
0 0 


4. OM(b—a)e, 
wobei 
lol <1 
ist. In der Grenze ergibt sich daraus das gewiinschte Resultat 
b h 
1. (f(x) g(x) i =| f(x) dg(x) + | g(x) f (a) dz. 
Damit haben wir das Stieltjesintegral 


b 
. 


f(x) dg(x) 
auf ein gewohnliches Riemannintegral 
[ 9(2) f (@) dex 
zurtickgefiihrt, dessen Existenz gesichert ist, da f’ stetig und g monoton ist. 
Beweisen wir folgende Rechenregel: 
Ill. Setzt man in 


4 


J f,(2) dg, (x) 


fiir 
4,\%) = I fe (x) dg,(z), 


. 
a 


so erhalt man 


St@) f,(x) dg,(a). 
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Wir haben nimlich nach dem bewiesenen Mittelwertsatz I 


> hk {9 (X41) —91(%)} -> fi (Ee) fo(Ee) { 92(%e41) — 9e(%) }- 


Die Wahl der Zwischenpunkte &,’ steht uns dabei offen und wir kénnen 
E,'=&, setzen. Dann erhalten wir durch den Grenziibergang die gewiinschte 
Gleichung 


b b 
J f, (a) dg, («) =| f,(@) fy(#) dg, («)- 
Die Definition des Stieltjesintegrals 
J f(a) ag(z) 
bleibt unveriindert erhalten, wenn g(x) eine — im Allgemeinen unstetige — 
Funktion von beschrdnkter Schwankung ist. Um in diesem Fall den Existenz- 
beweis zu fiihren, geniigt es g als Summe zweier monotoner Funktionen 
darzustellen. Dadurch kommt man wieder auf den friiheren Fall zuriick. 

Man kann sogar Unstetigkeitsstellen von f zulassen, nur diirfen f 

und g nicht an derselben Stelle unstetig werden, dann nimlich verliert 
das Integral seinen unzweideutigen Sinn. 


§ 5. 
Anwendung der Integrale von Stieltjes. 


Nach diesen Vorbereitungen kénnen wir den Geltungsbereich der 
Formeln (13), (14) erheblich erweitern, indem wir die angekiindigte Inte- 
gration nach Teilen in allgemeinerer Form durchfihren. Wir beweisen 
zuniichst: Es sei p(x) eine positive konvexe Funktion im Intervall 0, 1, die 
an den Endpunkten des Intervalls verschwindet und deren einseitige Ab- 
leitungen in diesen Punkten endlich sind. Dann kann man @ aus den @ 
mittels eines Stieltjesintegrals aufbauen 

. 
(20) p(x) =| @ (x, t) dd(2). 0<2<l. 
0 
Darin bedeutet © eine monotone nicht alnehmende Funktion, die man aus 
g wieder mittels eines Stieltjesintegrals berechnet: 


(21) (2) =| — dg (x). O0<e<l. 
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Wir haben, da @ nicht als differenzierbar vorausgesetzt ist, noch zu 
erklaren, was hierin unter g’ verstanden werden soll. Da @ konvex ist, sind 


g(x+h) — (2) g(x—h) — o(2) 
ti und = eee 


monotone Funktionen von h(>0). Es existieren also die linke und die 
rechte Ableitung 


g(x +0) = Lim 2° ) ee 
h=+0 +h 
g(x —0) = Lim * p—5—9@ 
A=+0 ae 
und daraus folgt die Existenz von 
; (x-++-h) — p(a—h) 1 , r 
Lim Se an a |p’ (x—0)+ g’(x+0)}. 
h=0 . . 


Diesen Grenzwert wollen wir mit g'(x) bezeichnen 


(22) 9'(#) = Lim 2¢4)— 9@—") 
h=0 


und in der Formel (21) benutzen. An den Endpunkten des Intervalls 
setzen wir 
y (0) = 9'(0+0), 


g (1) = g'(1—0). 


Aus der Konvexitit von @ folgt, daB g’ nicht zunimmt, und daraus 
weiter, daB die durch (21) erklirte Funktion ® tatsiichlich nicht abnimmt. 

Setzt man den Ausdruck (21) an Stelle von ® in die rechte Seite 
von (20) ein, so erhalt man nach der Rechenregel III 


1 1 
(23) [ Pla, t) do(t) = f — F(a, t) 5 dg’ (t) 
0 0 " 


x 
. 


1 
=(1—2) | —tdg'()+2f —(1—# dg’(t). 


0 z 
Fiir den erklarten Differentialquotienten g’ gilt ein Mittelwertsatz, den 
man ebenso beweist, wie den gewéhnlichen Mittelwertsatz der Differential- 


rechnung: 
P(X 41) — P(X) = Me * (41 —%), 


y (x,) => P, = P (X41 ). 











Distanzschiitzungen im Funktionenraum JJ. 287 


g (x) ist monoton und daher integrierbar im Sinne von Riemann. Wir 


haben also 


J ¢(@) dx = Lim 2g, - (%, ,;— 2). 


und das ist nach unserem Mittelwertsatz 
= 9(B) — pa). 


Jetzt wenden wir unter Beriicksichtigung dieses Ergebnisses auf (23) 
die Rechenregel II fiir die Integration nach Teilen an und finden 


1 
J @ (a, t) dv(t) 


=(1—2){(—[¢y Ok + ow} + z{—[1l—)e’O) + op). 


Das gibt aber vereinfacht p(x), d. h. die durch (21) erklirte Funktion ® 
befriedigt tatsiichlich die Gleichung (20). 


§ 6. 
integraldarstellung beliebiger positiver und konvexer Funktionen. 


Wir wollen nun die Integraldarstellung einer beliebigen positiven und 
konvexen Funktion g(x) dadurch erledigen, daB wir g(x) durch Funk- 
tionen g,(x) von der im vorigen Paragraphen behandelten 
speziellen Art approximieren. Wir teilen, um g,(z) zu | | 
konstruieren, das Intervall 01 durch zwei Teilungspunkte 
«,, B, {0<a,<f,<1} in drei Teilintervalle. Im mitt- 
leren dieser Intervalle soll g, mit m zusammenfallen, in 
den beiden aduBeren soll », geradlinig verlaufen: 





P(X) = (2) fir «, 2% S8,, 
9, (2) = P(%n) » fir 0S 7<a,, 
9,,(x) = oe (1—2z) fir B,<2<1. 


Nach § 5 haben wir 


1 


9, (2) ={ G(2, t) do, (t), 
0 


°— dg, (2). 


¥3 


o,(2) = {—* 
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Das gibt, wenn man fiir pg, seinen Wert einsetzt, 


©,(2) = f —2°=9 ay'(a) fr «S25 by 


(24) ®, (x) = [- x(1 > 2) dg’ (x) of. — {9'(@,)— ven) fiir 0<r<z,, 


y3 3 
, (2) -|{ a ee) — it f.) —y'(B,)} far B,<a#2<l. 


Wir nehmen etwa 


1 1 1 
oF &“"he h@- > gE 
und lassen » = 1, 2,3,--- nach unendlich gehen. Dann konvergiert ©, (x) 


gegen die Grenzfunktion (2) 
Lim , (x) = (a), 


und zwar ist in den inneren Punkten des Intervalls 0, 1 


(25) (2) -| 7 7 dg’(2). 


Es bleiben nur noch die Endpunkte des Intervalls zu untersuchen. Nach 
unserer Rechenregel II ist 


z 


> °  #(1—z) ’ _ fa(i—2) ., ” “1-22 
(26) | ae) = g(2)| +f F5 ae(@). 


Nehmen wir fiir den Augenblick etwa an, @ sei an der Stelle z= 0 
wachsend. Dann haben wir nach dem Mittelwertsatz und weil qg’ nicht 
zunimmt 

029 (z) SF H(z) — 9) 


fir hinreichend kleines z. Daraus folgt wegen der Stetigkeit von 
(27), Lim x g’(xz) = 0. 
z=0 


Ist p(x) an der Stelle x = 0 nicht zunehmend, so gilt dieselbe Beziehung 
(27), um so mehr. Genau ebenso ist 


(27), Lim (1 — 2) g’(x) = 0. 
a=1 
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Aus (26) ergibt sich daher 


0 
' *  #(1—2) a e(i—e) 4. (> 
Lim vi dg (x) Vi gy (c) + vi dg(zx), 


r=0 . 


(28) 


x 


1 
Lim f —“=° dg (2) = OF ° 90) +f dg(2). 


c 


Darin existieren die Stieltjesintegrale rechter Hand, da g konvex und 
um so mehr von beschrinkter Schwankung ist. Aus den Formeln (24) 
folgt durch nochmalige Anwendung von (27) 


(0) = Lim ©,(0) = Lim {—**= ag’(2) — 2, 
( nce n(0) non V3 dg (2) V3 


(29) 


(1) = Lim 9, (1) = Lim } os dg’ (x) + 9(t) | 
‘ n= ; z=1 e V3 V3 
Es bleibt nun zu zeigen, daB die gefundene, durch die Formeln (25), 


(28) und (29) erklirte, nicht abnehmende Grenzfunktion ® die gewiinschte 
Integraldarstellung 


1 
30) p(x) =| P(x, t) av(t), \0<a#<1} 
0 
leistet. 


Ist x ein innerer Punkt des Intervalls 01, so kénnen wir n so groB 
wihlen, daB «, <2 < £, ausfallt. Dann haben wir 


1 


(31) f @(«, t) do(t) = 9, (2) +f P(@t) dot) —f Ga, t) do, () 
0 0 0 
1 


1 
+./ G(a, t) dot) —f Gla, t) do, (t). 
On Pn 


Wir wollen nun beweisen, da sich die rechte Seite dieser Gleichung auf 
das erste Glied g,(%) = p(x) reduziert. Zeigen wir zum Beispiel, daB die 
Differenz 

[ (a, t) ao) —f G(q, t) do, (2) 

0 0 


an 
? 


mit wachsendem m nach Null konvergiert. Nach unserem Mittelwertsatz I 
finden wir 
={O(«,) — 0(0)} G(z, t,) — | O(«,) — O,(0)} OC, 4), 
0<t, Sa,, 0<4,<¢, 











290 W. Brascuxe und G. Pick. 


und dieser Ausdruck verschwindet tatsichlich in der Grenze, einerseits da 
fiir jedes O<2<1 G(z,?t) in ¢ stetig ist und andererseits wegen (29,). 
Ebenso heben sich die beiden letzten Glieder in der Formel (31) fir 
n—> co weg und somit gilt wirklich die Beziehung (30). 

Setzt man in (30) fiir ® irgend eine monotone nicht abnehmende 
Funktion ein, so wird immer positiv ausfallen und, was man analog 
wie in § 3 mittels der Determinantenbedingung feststellt, auch konvex. 

Greifen wir nun aus unseren Ergebnissen das heraus, was wir fir 
die folgenden Anwendungen nétig haben werden! Wir haben gefunden: 

Setet man in den Ausdruck 

i 
| G(x, t) dv(t) 
0 
fiir ® eine monotone nicht abnehmende Funktion, so erhalt man eine im 
offenen Intervall 0 <2 <1 positive und konvexe Funktion von x. Umge- 
kehrt erhiilt man auf diese Art durch geeignete Wahl von ® jede beliebige 
positive und konvexe Funktion. 

Fir =O und «=1 verliert unsere Integraldarstellung im Allge- 

meinen ihren Sinn. Wir haben nimlich z. B. fiir x = 0 


=V3 fir ¢=0, 
0 fir 0O<t<1. 


Ist nun auch O(¢) fir ¢=0 unstetig, so ist das Stieltjesintegral nicht 
mehr eindeutig erklirt. 


§ 7. 
Eindeutigkeit. 
Wir wollen hier zu unseren Ergebnissen der Vollistindigkeit halber 


eine kleine Erginzung hinzufiigen, obwohl davon spiiter kein Gebrauch 
gemacht werden wird. Wir haben gefunden: Die Funktionalgleichung 


1 
p(x) =| @(2, t) dv(t) 


0 


hat stets eine Auflésung nach ®, wenn  irgendwie als positive konvexe 
Funktion vorgeschrieben ist. Nun kann man zu ® offenbar ohne weiteres 
eine Konstante addieren, oder die Werte der monotonen nicht abnehmen- 
den Funktion an ihren Sprungstellen im Innern des Integrationsinter- 
valls abiindern ohne den Wert des Stieltjesintegrals zu beeinflussen. Sicht 
man aber von dieser Williiir ab, so hat, wie wir jetzt zeigen werden, 
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unsere Funktionalgleichung nur eine einzige monotone*) Lisung ©. Zu dieser 
Erkenntnis fihrt eine Verallgemeinerung der in § 3 vorgenommenen Dif- 
ferentiation. 


Angenommen, es gabe fiir dieselbe Funktion m noch eine zweite 
Integraldarstellung 


1 
p(x) =| P(x, t) a¥(t), 
0 


dann hitten wir 
1 
0=/ G(q, t) dQ(t), 
0 


wo Q als Differenz monotoner Funktionen 
Q(t) = O(¢) — V(t) 
von beschrinkter Schwankung ist. Wir setzen zuniichst 


1 


IG (x, t) dQ(t) = a(x) 


0 


oder ausfiihrlich geschrieben 


r 1 
aQ(t *AQ(t) 
1—z) (42% 4 2 f ; 
6 Ps 


Nach einer kleinen Umformung erhalten wir fir 0<2<1 und | 


h>O daraus 
r+h 1 . ath 

- o(e-+h)—o(x) fae pe, t 
(32) V3-h ites F ‘(i— A(t). 

0 ath r 
Das letzte Glied rechts geht nun mit Ah gegen Null. Wir haben nimlich 
zuniichst 

ath ath 


Sas dAQ(t) = Sef 


und das erste der Integrale auf der rechten Seite verschwindet, weil der 
Integrand Null ist. Im zweiten Integral setzen wir Q=%—Y und 
wenden unseren Mittelwertsatz Ia an. So erhalten wir 
r+h 

1 t—z 1 

i fiz agg—t Aa (i =S;(0(e+)—0(2+0))— 


r 


‘t,—2 
; t, (1—t,) 'Y(r2+h)—Y¥(r+0) \, 


pacts e<tcrth. 


*) Auch nur eine einzige Lisung von beschrinkter Schwankung, was man ebenso 
beweist. 
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Jetzt erkennt man, daB in der Tat fiir h —> 0 der Ausdruck verschwindet. 
Aus (32) folgt somit durch diesen Grenziibergang fiir die rechte Ableitung 
von @ 


z+0 
a’ (2-0) "dQit) +f 
V3 i1—? 
++0 
oder 
x 1 
(33) a'(e+0) sf dQit) | fe _ Q(x+0) — Q(x) 
na y i—3;° t a(i—z) 
0 x 
Ebenso ist 
wo’ (2 — 0) 59 t) AQ(t 
(33), V3 --ft —6 +f 
— “42 ae (a t) Q(x) — Q(a— 0) ' 
= i—t 5 a(i— a) 


Fiir den Integralwert sind die Funktionswerte von 2 an den Sprung- 
stellen gleichgiiltig Wir kénnen daher zum Beispiel die Vereinbarung 
treffen, daB fiir jedes 0< 2< 1 die Gleichung gelten soll 


22(x) = Q(2 —0) + Q(x +0). 


Fiihren wir nun wieder die verallgemeinerte Ableitang 


2a' (x) = Lim er’) —se— o' (r—0) + w'(#+0) 


ein, so folgt aus den Gleichungen (33) durch Addition 


xz 1 
; ‘ "AQ(t) "dQit) 
(34) ve) _ _ f +f 
— t 

V3 . 1 t e 
Fiir den Sprung des Differentialquotienten findet sich 
(35) o'(2-+ 0) — a'(e—0) a Q(e+0) —Q(@—9) 

V3 xz(1— 2) 


Endlich ergibt sich aus (34) fiir 0 < 2, < 2,< 1 noch allgemeiner 


a seen ‘4Q(t) 
(36) = ~f ii—t) 


Soll nun und daher auch @’ identisch verschwinden, so folgt fiir 
0 <2<1 zmnichst die Stetigkeit von Q aus (35). Dann wollen wir aus 
(36) den Beweis fiihren, dab 2 im Intervallinnern konstant sein muB 
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Q(x)=C. DaB auch die Endwerte 2(0) und Q(1)=C sein miissen, ergibt 
sich hinterher von selbst. 


Wahlen wir z, und 2, etwa zuniichst in einem Intervall 


(37) ~SeSq, n>? 


wo die Funktion 
1 
x2(1—2z) 
monoton abnimmt. Dann kann man wegen der Stetigkeit von Q auf das 
Stieltjesintegral in (36) den sogenannten zweiten Mittelwertsatz der Integral- 
rechnung*) ohne weiteres tibertragen und erhilt 


"dQ t) 1 ” . 1 2 
Sia 7 ana dQ(t) + nce, 420 
z, ay t 
Q(E) — Q(a,) Q(a,) — 2(&) 
x, (1—2,) a,(i—a2,) ’ 

a, < E < Zo. 


Nehmen wir nun an, Q sei im Intervall (37) nicht konstant und z, und 
x, seien die Stellen, aus denen die stetige Funktion Q in (37) ihren 


kleinsten und gréBten Wert annimmt. Daraus hitten aber die beiden 
Ausdriicke 

Q(E) — Q(a,) Q(a,) — 2(§) 

x,(1—a,) ’ x,(1—2,) 


dasselbe Vorzeichen und mindestens einer wire von Null verschieden, 


ihre Summe kénnte also nicht verschwinden, wie es nach (36) fir o = 0 
sein mu. Damit ist gezeigt, daB Q(x) fiir 


1 
O<@#Sy 


gleichen kleinsten und gréBten Wert haben, d. h. konstant sein muB und 
ebenso schlieBt man fiir das Intervall 


1 
9 aer<il. 


Damit ist der Eindeutigkeitsbeweis erbracht. 

Anmerkung. Man kann das in den §§ 1—7 entwickelte Verfahren 
ohne weiteres iibertragen auf den Fall einer allgemeineren Fassung des 
Begriffs ,,konvex“. Wir haben (unter Voraussetzung differenzierbarer Funk- 
tionen) eine Funktion y(z) konvex genannt, wenn y”(z) <0 ist. Allge- 


*) Einen einfachen Beweis mittels der Integration nach Teilen unter Anwendung 
der Integrale von Stieltjes hat fiir diesen Mittelwertsatz G. Kowalewski angegeben in 
Math. Ann. 60 (1905), 8S. 151. 
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meiner kann man festsetzen: Eine Funktion y(z) heiBe im Intervall O<7<1 
(extremal-) konvex, wenn 


(38) L(y) = = (pa) -y) + a(2)-y<0 


ist. Dabei mégen p(x), p(x), q(x) stetig und p(x) > 0 sein und die Dif- 
ferentialgleichung L(y)=0 soll eine Lésung besitzen, die im ganzen 
Intervall O< 2<1 positiv ist. Sind u(x) und v(x) zwei linear unab- 
hingige Lésungen der Gleichung L(y) = 0, und zwar Lésungen mit posi- 
tiver Wronskischer Determinante uv’ — vu’ > 0, so laBt sich die Bedingung 
(38) in der Form schreiben 


u(z,) v(%,) y(%,) 
(39) u(z,) v(z,) y(z,)' <0 fir 24,<a4,<4,, 

u(a,) v(a) y(as) 
die der Bedingung (1) entspricht und auch fiir nicht differenzierbare y(z) 
anwendbar bleibt. 


§ 8. 
Beschrinkung durch Randbedingungen. 


Die Integraldarstellung normierter positiver konvexer Funktionen 
durch die @, die in § 6 bewiesen ist, wollen wir einer Verallgemeinerung 
unterziehen. Wir betrachten nur solche Funktionen m, die den Rand- 
bedingungen 


9POS>p, pl)eag 
geniigen. Es sei 


g(%) = p(l—z) + a2; 
dann kénnen wir auch sagen: wir betrachten nur solche g(x), die der 
Bedingung 
p(x) 2 9(2) 
gentigen. Sollen derartige @ tiberhaupt existieren, so muf 
1 
{9(2) ies eteat¢ < 1*) 
0 
sein. Unter den g(x) gibt es solche, die aus zwei geradlinigen Stiicken 
bestehen, und zu Randordinaten gerade p und q selbst haben. Sie médgen 
mit @,,(z,£) bezeichnet werden, wobei ¢ die Abszisse der Ecke ist. Man 
hat also 
P»,, t) =p, GU, t)= 4, 


') Es ist im Folgenden immer 


, treats <1 vorausgesetzt, da der Fali des 


Gleichheitszeichens, wo iiberhaupt nur ein einziges p(@ —g) existiert, zu keiner Frage 
Anlab gibt. 
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und aus der Normierungsbedingung folgt*) 
(y+p+4q) (9—p[1—t] —9t) = 3 — p*— pa — 9’, 
als Gleichung fiir die Eckenordinate 


As ao ) = Gp, 'E, t)- 
Die Differenz 
y (x) — g(2) 


ist eine positive konvexe Funktion; wenn wir sie durch die Konstante 


. i 
K= V { (p—g)dx 
0 


dividieren, so wird sie auch normiert. Ahnliches gilt von 


@(2,r) = P pp(* r) — 9(*); 


es sei 
. 1 
k(x) = V { @(@, x) dz, 
0 
so ist 
@ (2, ft) 
k(x) 


positiv, konvex und mnormiert. Aber diese Funktion hat die Randordinaten 
gleich Null und besteht aus zwei geradlinigen Stiicken, sie ist daher 
mit @(a, x) (§ 1) identisch: 
@(x, t) = k(x) - (a, t). 
Nun besteht gemiB § 6 eine Darstellung 


y (2) _ 


1 
x =! Ga, 2) do(x), 
0 


wofiir wir auch schreiben kénnen 
1 
, eo K . 
p(x) —_ g(x) y a(x, x) k(x) d®(x). 


Definieren wir eine Funktion ¥(z) durch 
x 
¥(2) = | A ao@), 
so ergibt sich | 
1 
(40) 9(2) — 9(2) — [ala x) a¥(2), 
0 


*) Vgl. F.1 §8. 
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¥ (x) ist monoton zunehmend, wie es sein muB. Die Formel geht in die 


alte (§ 6) tiber fiir g(x) = 0. 
Wir wollen zeigen, dab 


1 
(41) M =| d¥(z)>1 


0 


ist. Statt (40) kann man schreiben 
1 


(2) — g(x) = — Mg(x) +f G(x, 2) a¥ (x). 
0 
Setzt man also zur Abkiirzung 


1 
f(x) = xf P py (%, X) d¥ (xr), 
0 
so wird 
p(x) — g(x) = M( f(x) — g(2)}. 
Hiernach entsprechen in der Beziehung 


p(x) S f(z) 
die drei Zeichen in derselben Aufeinanderfolge den Zeichen in 
M21. 


Nun ist 
1 i 1 


s 1 s a , “a ’ P 
(1) = ys dxf G,,(@ 2) a¥ 0), G,,(a x) AY), 
0 0 


0 
oder nach Abiinderung der Integrationsfolge 


1 


1 1 
Gf) = FR f a¥(x) f a¥(x’) | G,,(x, 2) G,,(# ¥) az, 
ss 0 d 


und, da infolge der bekannten Schwarzschen Ungleichung 
1 


J Pp o(Fr 2) G,,(%, 8) dz <1 
0 


ist, ergibt sich 


(<a , 


( 


: \° 
| d¥ (x) j=l. 
) 
Da @ normiert ist, gilt also — 
(9, 9) = (GP) 


p(x) >f(2), 
da das Vorzeichen von » —f im ganzen Intervall unveranderlich 
Endlich hat man also 


und folglich 


M>1, 


w. z. b. w. 





ist. 
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$ 9. 


Das Minimum von (g, h). Anwendung auf den Beweis der Siatze 
von F. I. 


Es sei h(x) eine willkiirlich gegebene positive integrable Funktion. 
Welches ist der kleinste Wert, den (g,/) annimmt fir alle g, die den 
Randbedingungen 

PO) >p, Pl)aq 
geniigen? 

Nach Gleichung (40) § 8 ist 

: : 
(p, h) = (g,h) +f h(x) dx | @(x, x) d¥(x) 
0 0 


1 


= (g, h) + { (a, h) d¥ (x). 


0 
Im abgeschlossenen Intervall 0 <4 <1 existiert ein x,, so dab 
a(x, t)) = ®, 
einen méglichst kleinen Wert von (@,,h) ergibt; es ist also 


(p, h) > (g, h) + M(@q, h) 


> (9, h) + (@,, h) ((41), § 8) 


oder 
(p, h) = (Py 42, Lo), h(a). 
Wir haben also den Satz: (gp, h) nimmt seinen kleinsten Wert fiir 
ein p aus den @,, an. 
Durch diesen Satz ist die gestellte Aufgabe auf eine gewdhnliche 
Minimumbestimmung fiir eine Funktion einer Variablen x, nimlich 


1 


Q(t) = (G,,(@, D, h(a) =} G,,(a, £) h(x) da 
0 
zuriickgefiihrt. 


Wir wollen dieses Resultat zunichst benutzen, um einen neuen Beweis 
fiir die Siitze von F. 1. zu erbringen (vgl. insbes. F. 1, $9). Es handelt 
sich dabei darum, den dort mit (Va) bezeichneten Satz, aus dem alles 
Ubrige folgt, neu zu beweisen, insbesondere die dort verwendeten massen- 
geometrischen Erwigungen durch rein analytische Herleitungen zu ersetzen. 
Wir werden also Folgendes zu zeigen haben (S. a. a. 0. S. 373): Es sei 


(x) positiv, konvex, normiert und 


g(0)>p, (1) Sq, 
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Pp_(% £) habe dieselbe Bedeutung wie oben, und endlich sei 
p(z)—A+ pa 


mit positivem 4 und w. Dann ist ¢ so wihlbar, daB fiir alle p(x) die 
Relation 


1 1 
J y p dx > P Pp, az 
0 0 
besteht. 
Das folgt aber unmittelbar aus dem friiher gewonnenen Satze, wenn man 


h(x) = (2) 
setzt. 


§ 10. 


Ein allgemeiner Satz, 


Wir setzen in diesem Abschnitt p=—0,q=—0 voraus. Um die Funktion 
Be 
Q(r) = { (2, rt) h(x) dz, 
0 


deren Minimum in Frage ist, unter Voraussetzung eines positiven, kon- 
vexen, im tibrigen beliebigen h(x) genauer zu untersuchen, verwenden wir 
fiir h(x) die in § 6 gegebene Integraldarstellung, also 
1 
h(x) = | (2, t) dH(t). 
0 


Durch Einsetzen derselben und Umkehrung der Integrationsfolge ergibt sich 


1 


Q(x) =| ‘o(t, t)dH(t), 
0 
worin zur Abkiirzung 


1 


w(x, ¢) = { (2, rt) p(2, t) dx 
0 


gesetzt ist. Dieses Integral ist leicht auszuwerten und ergibt 


1 
2 a (e* + t) 


fir t<r 
(i—¢ ~ & 
w(r, t) =| " ) 
} , ete . 
tip) fir ¢>r; 











Distanzschitzungen im Funktionenraum II. 999 


fiir ¢= yx fallen beide Ausdriicke zusammen und geben Eins, wie durch 
die Normierung bedingt ist. Die Kurve 
y = w(x, t) 
in rechtwinkeligen Koordinaten x,y (im Intervall 0< x < 1) besteht, wie 
man sieht, aus zwei Hyperbelbogen. Fiir r<¢ hat man es mit der 
Hyperbel 
(e—1) @—2ty+1) =— (1—-#)? 
zu tun, deren Asymptoten 
r=1l, r—2ty——-1 

sind. Sie beriihrt die Gerade » = 1 im Punkte (¢,1) und ist konvex in 
dem Sinne, in dem dieses Wort hier stets verstanden wird. Fiir x >1 
handelt es sich um die Hyperbel 

r(x + 201—t) y— 2) = —#? 
mit den Asymptoten 

r=0, £+2(1—?t)y—2, 
welche die Gerade y = 1 im selben Punkte (¢, 1) beriihrt, und gleichfalls 
konvex ist. Die Figur macht diese Verhiltnisse anschaulich. 


M,)S 


— 
a 


Asyl, As, Hy Hi, As. Hp, “A8e 


Die beiden Hyperbelbogen zusammen bilden somit eine im Intervall 
0<r<1 konvexe Kurve. Da also 
y = w(t, t) 
konvex ist, stellt (vgl. den analogen Schlu8 in § 3) auch 


1 
y = Q(t) =| a(t, t) dH(t) 
0 
eine konvexe Kurve dar. Q(x) nimmt also ein Minimum fir ¢ = 0 oder 
r = 1, vielleicht fiir beide Werte an. 
20" 
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Hiermit ist der von Frank vermutete Satz gewonnen: 


Unter allen positiven normierten konvexen Funktionen q(x) macht ent- 
weder 


g(x) = 2 V3 


g(x) =(1—2z) V3 
(oder beide diese Funktionen) die Grife 


oder 


1 
(p(x), h(x)) = { p(2) h(x) dz 
0 


zu einem Minimum, wenn h(x) eine beliebige gegebene positive konvexe 
Funktion bedeutet. 

Ist h(x) selbst normiert, so kann man statt dessen in der Ausdrucks- 
weise von F. I auch sagen: 

Unter allen positiven normierten konvexen Funktionen g(x) hat ent- 
weder 

p(x) = xV3 
oder 

g(x) =(1—2) V3 
(oder diese beiden Funktionen) von einer beliebig gegebenen positiven normierten 
konvexen Funktion ein Minimum des sphérischen Abstands. 

Uberhaupt sind alle Betrachtungen dieser Abhandlung ,,geometrisch“ 
deutbar im Funktionenraum und insbesondere kommt man auf diese ,,geo- 
metrische* Deutung unserer Integraldarstellung der konvexen Funktionen, 
wenn man den Begriff des kleinsten konvexen Kérpers tiber eine Punkt- 
menge auf den Funktionenraum iibertrigt. 

Man kann schlieBlich auch versuchen die gewonnenen Ergebnisse auf 
konvexe Funktionen in zwei oder mehr Verinderlichen zu verallgemeinern*), 
doch sind da erheblich gréBere Schwierigkeiten zu tiberwinden, da in 
diesen Fiillen kein einfaches Analogon unserer Integraldarstellung vor- 
handen ist. Die dabei auftretenden Existenzfragen kann man durch ein 
allgemeines Verfahren erledigen ihnlich, wie es von Blaschke zum Beweis 
der isoperimetrischen Eigenschaft der Kugel angewandt wurde.**) 


*) Ein Anfang dazu ist gemacht in der Note: Blaschke, Evaluation d’integrales 
doubles des fonctions convexes, C. R. Paris 158 (1914), 8S. 778. 
**) Kreis und Kugel, Jahresbericht der Math. Ver. 24 (1914), S. 195—207. 
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Uber das Vorwiegen des ersten Koeffizienten in der 
Fourierentwicklung einer konvexen Funktion. 


Von 


Puitipp Frank in Prag. 


Wir betrachten eine im Intervall zwischen 0 und 1 positive und 


konvexe*) Funktion. Sie ist in diesem Intervall in eine trigonometrische 
Reihe von der Form 


(1) f(z) = y2>: a, sin kax 
1 
entwickelbar. Wenn die Funktion etwa auBerdem noch der Bedingung 
: 
(2) J f(@)dz=1 
0 
unterworfen ist, so hat sie in ihrem Verlauf offenbar viel Ahnlichkeit mit 
der ersten Entwicklungsfunktion Y2 sin az. Es ist daher zu erwarten, 
daB in der durch Gleichung (1) gegebenen Entwicklung von f(x) der 
erste Koeffizient seiner GréBe nach ausschlaggebend sein wird. Das trifft 


auch in sehr hohem Grade zu. Wegen der Bedingung (2) geniigen die 
Koeffizienten der Gleichung 


oo 


(3) iat = 1. 


1 
Dabei ist 
1 
(4) a,=V2{ f(x) sinkxadz. 
Man kann dann folgenden Satz beweisen: unter den angenommenen Be- 
dingungen fiir f(x) geniigt a, den Ungleichungen 


. 


(5) 1>a,>'° (ungefihr 0,78). 


*) Wir nennen eine Funktion konvex, wenn ihre Bildkurve mit der Anfangs- 
und Endordinate und dem Abschnitt 0,1 der 2-Achse zusammen einen konvexen 
Bereich einschlieBt. 
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Dabei tritt das Gleichheitszeichen an der unteren Grenze nur ein, wenn 
f(z) =—2V3 oder =—(1—2z)V3 

ist. 

Der Beweis des Satzes liBt sich sehr leicht mit Hilfe der ,,Distanz- 
schitzungen im Funktionenraum“ fiihren, die von W. Blaschke, G. Pick und 
mir vor kurzem in mehreren Noten entwickelt wurden.*) 

Und zwar stiitzt sich der Beweis fiir unsere in Gleichung (5) ge- 
gegebene Koeffizientenabschitzung auf folgenden Satz:**) 

Es sei g(x) eine willkiirlich vorgegebene im Intervall von 0 bis 1 
positive konvexe Funktion, die der Bedingung (2) geniigt. Wir legen uns 


dann die Frage vor, welche Funktion f(z) mit denselben Eigenschaften 
dem Integral 


1 
J f (2) g(a) dx 
0 
den kleinsten Wert erteilt. Die Antwort auf diese Frage lautet, wie in 
der zitierten Arbeit bewiesen wird: der kleinste Wert wird entweder durch 
die Funktion f(z)=2YV3 oder durch f(x) = (1—zx) V3 erteilt. 
Da aber 


1 
(6) a, = V2 | f(x) sin xz dz, 
0 


so brauchen wir nur g(x) = V2 sin xz zu setzen, um zu wissen, fiir welche 
Funktionen f(z) der Koeffizient a, den kleinsten Wert annimmt. Da das 


Integral Gleichung (6) wegen der Symmetrie von sin x2 fiir f(z) = 2V3 


und fiir f(z) —(1—z) V3 denselben Wert annimmt, ist der Minimalwert 


von a, sicher durch 
I - 
= . - 6 
V6 / 2 sin ax dx = 
: 1 


gegeben. Damit ist aber der gewiinschte Satz bewiesen. 


Prag, am 11. November 1915. 


*) Ph. Frank und G. Pick: Distanzschitzungen im Funktionenraum I. Math. 
Ann, 76, 8S. 354 ff 

W. Blaschke: Nouvelles évaluations de distances dans l’espace fonctionnel. 
Compt Rend. 158 (1914), S. 1149. 

W. Blaschke und G. Pick: Distanzschitzungen im Funktionenraum II. Diesen 
Bd. 8. 277. 


**) Der Beweis steht in der zuletzt zitierten Arbeit. 
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Bericht tiber den Stand der Herausgabe von Gau8’ Werken. 
Elfter Bericht*). 


Von 


Fexix Kier in Gottingen. 


Seit der Verdéffentlichung des zehnten Berichtes hat unsere Titigkeit 
zwar keine nach auBen hin erkennbaren Ergebnisse gezeitigt, sie hat aber 
gleichwohl zu erheblichen Fortschritten gefiihrt. Zunichst ist es gelungen, 
fiir die noch fehlenden Darstellungen des wissenschaftlichen Lebenswerks 
von GauB auf den einzelnen Gebieten der Reinen und Angewandten Mathe- 
matik Mitarbeiter zu gewinnen, die als Forscher auf den betreffenden Ge- 
bieten bewahrt und auch historisch interessiert sind. Es sind dies die 
Herren A. Galle (Potsdam) fiir Geodisie, K. Hensel (Marburg) fiir Algebra, 
Cl. Schaefer(Breslau) fir Physik einschlieBlich Erdmagnetismus, P.Stickel 
(Heidelberg) fir Geometrie. Die Aufsiitze der Herren Hensel und Stickel 
sollen wenn médglich noch im Laufe dieses Jahres, die der Herren Galle 
und Schaefer im nichsten Jahre als Hefte der ,,Materialien fiir eine wissen- 
schaftliche Biographie von GauB“ erscheinen. 

Die Fiille des Stoffes hat bewirkt, daB neuerdings auBer dem zehnten 
noch ein elfter Band der Werke geplant wird. Der zehnte Band soll in 
zwei Abteilungen zerfallen, von denen die erste eine Reihe von Stiicken 
aus dem NachlaS zur Arithmetik und Algebra, zur Analysis, Geometrie 
und Physik, sowie den Abdruck des Tagebuchs mit ausfiihrlichen Erliute- 
rungen bringen wird, wihrend fiir die zweite Abteilung die Aufsiitze tiber 
GauB’ wissenschaftliche Tatigkeit bestimmt sind. Der elfte Band wird dann 
die allgemeine Lebensbeschreibung von Gau8 mit einem Abdruck von 
dafiir wichtigen Briefstellen, die Beschreibung und ein Verzeichnis des 


*) Abgedruckt (mit kleinen Anderungen) aus den Nachrichten von der Kénigl. 
Gesellschaft der Wissenschaften zu Géttingen, Geschiftliche Mitteilungen 1915, I. — 
Vgl. den zehnten Bericht Math. Ann. 74, 8. 410—412. 
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gesamten handschriftlichen Nachlasses, eine Geschichte der Herausgabe 
der Werke und die Register enthalten. Der Druck des zehnten Bandes 
ist bereits in Angriff genommen und soll stetig geférdert werden. Freilich 
laBt sich in bezug auf den Aufsatz tiber Astronomie und ebenso iiber 
einen groBen Teil des fiir den elften Band bestimmten Stoffes zur Zeit 
nichts genaueres feststellen, da der Verfasser dieser Teile, Herr M. Brendel 
(Frankfurt a. M.), durch die Kriegslage verhindert, ist in die Heimat zu- 
riickzukehren. In der Fiihrung der Geschiifte der Generalredaktion wird 
Herr Brendel fiir die Dauer seiner Abwesenheit durch Herrn L. Schlesinger 
(GieBen) vertreten. 

Herr ©. GauB in Hameln hatte die Giite, einige Erinnerungsstiicke 
aus dem NachlaB seines GroBvaters Herrn Cl. Schaefer zu zeigen, der ihn 
in unserem Auftrage besucht hat. Fiir uns von Wichtigkeit sind ein 
Dipleidoskop*), eine kurze Bemerkung zur Dioptrik und eine Marmor- 
tafel mit einer Aufzeichnung, die an die Abhandlung Cauchys vom 
24. April 1843**) ankniipft. 

Herr Rittergutsbesitzer E. Noack in Dresden war so freundlich zu 
gestatten, daB in den in seinem Besitz befindlichen NachlaB der jiingsten 
Tochter von GauB, Therese, der hauptsichlich in Werken der schénen 
Literatur aus der Biicherei von Gaus besteht, Einsicht genommen werde. 
Herr Stiickel, der diese Nachforschungen vorgenommen hat, teilt mit, dab 
sie nichts ergeben haben, was fiir die Herausgabe der Werke verwertet 
werden kénnte. 

Die Tagebiicher von B. Listing, die einige auf GauB beziigliche 
Aufzeichnungen enthalten, konnten dank der Vermittlung des Herrn Stickel 
durch die Géttinger Universitiits-Bibliothek erworben werden. Uber die 
Ausbeute, die sie fiir unsere Herausgabe liefern, wird spiiter zu _be- 
richten sein. 

Auch die GauBiana der Kéniglichen Bibliothek zu Berlin sind Herrn 
Stiickel auf der Universitits-Bibliothek zu Heidelberg zugiinglich gemacht 
worden. Es sind sieben Briefe von Gauf (darunter einer an den Hofrat 
vy. Zimmermann in Braunschweig vom 12. Miirz 1797 und zwei an 
Alexander v. Humboldt vom 13. Juni 1833 und vom 28. Februar 1851) 
und zwei Zettel. Von den auf GauB beziiglichen Stiicken der gleichfalls 
auf der Kénigl. Bibliothek zu Berlin befindlichen ,,Autographen-Samm- 
lung Darmstidter“ sind photographische Nachbildungen fiir das Gaub- 


*) Es ist das von dem Londoner Uhrmacher Dent erfundene sogenannte 
Meridianinstrument, von dem in dem Briefwechsel Gau8-Schumacher Bd. 1V, 8. 164—192 
die Rede ist. 

**) Mémoire sur la synthése algébrique, Comptes Rendus de |’Acad. des Sciences 
(Paris), t. XVI, 8S. 867 — Oeuvres I. Série, t. VII, S. 382. 
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archiv angefertigt worden. Es sind vier Briefe von GauB (darunter einer 
an den Obersten v. Lecoq in PreuBisch-Minden vom 17. April 1799 und 
einer an Wilhelm v. Humboldt vom 24. Mai 1810) und finf Blatter mit 
wissenschaftlichen Aufzeichnungen. 

Neuerdings ist uns ferner in sehr dankenswerter Weise gestattet 
worden, die Akten der philosophischen Fakultéit, des Universititssekre- 
tariats, des Kuratoriums und der Gesellschaft der Wissenschaften einzu- 
sehen. Sie haben so viel an wertvollen Aufschliissen in wissenschaftlicher 
und in persénlicher Hinsicht ergeben, daB ein besonderer Aufsatz iiber 
,»GauB als Mitglied der Universitit Gottingen“ geplant wird, zu dessen 
Bearbeitung sich Herr Stickel bereit erklirt hat und der etwa aus den 
folgenden Abschnitten bestehen soll: 

1. GauB als Student in Gottingen. 2. Seine Stellung zum akademischen 
Lehramt. 3. Berufung nach Géttingen. 4. Akademische Laufbahn in Gét- 
tingen. 5. Die Vorlesungen von Gauf ihrem Inhalte nach. 6. Die Schiiler 
von Gau8. 7. Dissertationen, die GauB veranlaBt hat. 8. Preisaufgaben. 
9. GauB in der philosophischen Fakultit und in der Gesellschaft der 
Wissenschaften; seine Stellung zu akademischen Fragen. 

Auch dieser Aufsatz wird vor seinem Abdruck im elften Bande der 
Werke als Heft der ,,Materialien“ erscheinen. 

Die fortgesetzte Durchforschung des handschriftlichen Nachlasses hat 
auch noch einige historisch und wissenschaftlich bemerkenswerte Stiicke 
geliefert, von denen die folgenden hier erwihnt werden mégen: 

1. Die in der Tagebuchaufzeichnung 28) vom 21. August 1796 an- 
gefiihrten ,,Exervitationes mathematicae“. 

2. Eine zwischen 1831 und 1835 begonnene, 1839 zu Ende gefiihrte 
Untersuchung (Handbuch 19, 8S. 176—177 und 8S. 222—226) iiber die 
konforme Abbildung der Flidche einer Ellipse auf die Fliache eines Kreises, 
eine Aufgabe, die bekanntlich Herr H. A. Schwarz 1870 in den Annali 
di Matematica behandelt hat (Werke, Il, 8. 102ff.). Die von Gau8 gefun- 
dene Liésung stimmt vollstindig mit der von Herrn Schwarz gegebenen 
iiberein. Bemerkenswert ist die Fassung der Abbildungsaufgabe bei Gauf 
mit Hilfe der jetzt sogenannten Greenschen Funktion, die zeigt daB ihm 
Aufgaben aus der Lehre vom logarithmischen Potential, wie sie in den 
Nummern 16—22 von Riemanns Dissertation auftreten, wohlbekannt 
waren. 

3. Ein algebraischer Satz (Handbuch 21, S. 76) den GauB so aus- 
spricht: 

Das unendliche Planum, welches alle komplexen Grifen darstelit, teilt 
sich scharf in n Flichenrdume, deren jeder einer der Wurzeln der Glei- 
chung fx = 0 angehirt; jeder Scheidungslinie gehirt eine Wurzel der Glei- 
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chung f’x = 0 an und in allen Punkten einer Scheidungslinie ist der imagindre 
Teil von fx konstant“. 

Von der Richtigkeit dieses Satzes iiberzeugt man sich leicht, wenn 
man {x = w setzt, tiber der w-Ebene die zu der algebraischen Funktion x 
von w gehérige Riemannsche Flache in der Weise konstruiert, daB man 
die Verzweigungsschnitte parallel zur realen w-Achse legt, und dann die 
Abbildung dieser Fliche auf die z-Ebene vornimmt. 
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Zusatz zur Klassifizierung der assoziativen Zahlensysteme. 
Von 


J. A. Scnouren in Delft. 


In der mir bisher unbekannten, 1908 erschienenen, mit vielen Er- 
ginzungen versehenen franzésischen Bearbeitung des Enzyklopidieartikels 
von E. Study tiber héhere komplexe Zahlensysteme, von E. Cartan, habe 
ich bemerkt, daB Cartan auf S. 425 angibt: es geniigt bei der Iso- 
morphierung zweier Nichtquaternionsysteme eine beliebige Hauptreihe 
(base normale particuliére quelconque) des einen Systems mit einer be- 
liebigen Hauptreihe des anderen Systems in Korrespondenz zu setzen. 
Das ist aber, dem Wesen nach, der Inhalt des Prinzips der durchgehen- 
den Selbstisomorphie in seiner Anwendung auf Nichtquaternionsysteme. 
Ausdriicklich wurde dieses in meiner Arbeit ,Zur Klassifizierung der asso- 
ziativen Zahlensysteme“ Math. Ann. Bd. 76 (1914), S. 1—66 fiir alle Systeme 
aufgestellt. Obwohl Cartan das Prinzip nicht ausdriicklich als solches 
formuliert hat, gebiihrt ihm aber danach doch die Prioritét, sofern die 
Nichtquaternionsysteme in Betracht kommen. 
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Priifung einer abzihlenden Formel. 
Von 


H. G. Zevrnen in Kopenhagen. 


Die abziihlenden Methoden der Geometrie fuBen auf der algebraisch- 
analytischen Geometrie. Von dieser benutzen sie jedoch nur einzelne Er- 
gebnisse, und zwar solche, die Grade von algebraischen Gleichungen be- 
treffen. Aus diesen leitet man Ergebnisse ahnlicher Natur her. Siitze, 


die aus solechen Ergebnissen folgen, — und dies gilt eigentlich von allen 
Satzen allgemeiner Art iiber algebraische Gebilde — werden auf diese 


Weise viel schneller erhalten als durch die wirkliche Aufstellung alge- 
braischer Gleichungen, von welchen man ja lediglich die Grade in den 
verschiedenen Variabeln benutzt. Dabei ist freilich zu _ befiirchten, es 
kénnte sich mit dieser Schnelligkeit des Verfahrens eine gewisse Ober- 
flachlichkeit verbinden. In der Tat ist dies auch mit einigen der ersten 
Anwendungen abziihlender Methoden, besonders auf Systeme von Kurven 
der Fall gewesen. Man hat nicht immer beachtet, daB die algebraische 
Gleichung, die eine gewisse aufgestellte Bedingung darstellen soll, auch 
andere Bedingungen ausdriicken wird, oder unter Umstiinden ausdriicken 
kann, und zwar auch solche, die sich keineswegs als Spezialfille der auf- 
gestellten betrachten lassen, daB es ferner in solchen Fiillen durchaus not- 
wendig ist, die Gleichung in Faktoren zu zerlegen, die je fiir sich ver- 
schiedene Bedingungen ausdriicken, und die Multiplizitit zu bestimmen, 
mit weleher der jede Lésung entsprechende Faktor in der linken Seite 
der urspriinglichen Gleichung auftritt. Geht man nun weiter, ohne diese 
Zerlegung vorzunehmen, so wird man oft auf identische Gleichungen ge- 
fiihrt, deren Grade ganz gleichgiiltig sind.*) Diese Gefahr droht iibrigens 
auch dem, der die algebraischen Operationen der analytischen Geometrie 
durchfiihrt. Nur das schnellere Verfahren der abzihlenden Methoden ist 
daran schuld, daB sie sich hier schneller gezeigt hat. Man sah sich daher 


*) Dies erdrtere ich weiter im Anfange des fiinften Kapitels meines ,,Lehrbuchs 
der abziihlenden Methoden der Geometrie*, Leipzig 1914 (Teubner). 
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alsbald vor die Aufgabe gestellt, die Mittel zur Uberwindung der genannten 
Gefahr zu ersinnen; dadurch haben die abziihlenden Metheden wesentliche 
Hilfsmittel zur Interpretation auch der auf algebraischem Wege gewon- 
nenen Gleichungen der analytischen Geometrie abgegeben. 

Aus diesen Griinden habe ich iti meinem Lehrbuch auf die Durch- 
fiihrung der genannten Zerlegung groBes Gewicht gelegt und mich be- 
miiht, Mittel zur Bestimmung der Multiplizitiitten der Faktoren herbei- 
zuschaffen. Das Bediirfnis nach solechen Untersuchungen weckt aber auch 
die Frage, ob nicht in Zeiten, in denen man die genannte Forderung 
weniger bestimmt stellte, dadurch Fehler begangen sein sollten. Zwar hat 
bei der Lésung bestimmt formulierter Aufgaben der geiibte und sorgfiltige 
Forscher wohl immer die Gefahr wahrgenommen und Mittel ersonnen, sie 
abzawehren, insofern sie diese bestimmten Aufgaben betrifft; die Ver- 
suchung blieb jedoch bestehen, den aufgestellten Formeln eine gréBere 
Allgemeinheit beizulegen als ihnen zukommt, eine gréBere wenigstens als 
sie die vorliegende Beweisfiihrung gestattet. Von dieser Natur waren eben 
die Irrtiimer, die wirklich in der Lehre von Systemen von Kurven vor- 
kamen, die jedoch bald berichtigt wurden. Waren dies aber die ein- 
zigen? 

Solche Betrachtungen haben mich dazu gefiihrt, einige Formeln, die 
K. Sturm in einer Weiterfiihrung der Hirstschen Theorie der Systeme von 
korrelativen Figuren mit gutem Erfolg benutzt, einer Nachpriifung zu 
unterziehen. Durch diese Nachpriifung hat sich iibrigens die allgemeine 
Giiltigkeit der betreffenden Formeln bestitigt. Ich gebe sie aber hier wieder 
als Probe fiir die Forderungen, die man an einen Beweis, der allgemein 
zu sein beansprucht, stellen muB. 

Um die Anzahl der durch acht gegebene Bedingungen bestimmten 
Korrelationen zweier ebener Figuren zu finden, hat Th. Hirst*) ein System 
von oo! Korrelationen, die sieben gegebenen Bedingungen unterworfen sind, 
durch die folgenden Anzahlen charakterisiert: ~ bedeute die Anzahl der 
Korrelationen im System, in denen zwei beliebig gegebene Punkte A und A’ 
in den zwei Ebenen konjugiert sind, und » die Anzahl derer, in denen 
zwei beliebig gegebene Gerade a und a’ in den zwei Ebenen konjugiert 
sind; dabei werden A und A’ konjugiert genannt, wenn die dem Punkt 
A entsprechende Gerade durch A’ geht (und umgekehrt), a und a’, wenn 


*) London Math. Soc. Proceedings (1) 5 (1874), S. 40. = Ann. di Mat. (2) 6 (1875), 
S. 260. — R. Sturms Beitriige finden sich Math. Ann 12 (1877), 8. 254. In seinen 
Geometrischen Verwandtschaften II, Leipzig (Teubner) 1908, 8. 238 gibt Sturm eine 
ausfiihrlichere Darstellung derselben Lehre; dieser entlehnen wir die hier benutzten 


Bezeichnungen. — In meinem ,,Lehrbuch“ 8. 856 habe ich nur Hirsts Ausgangspunkt 
erbrtert. 











310 H. G. Zevruen 


der der Geraden a entsprechende Punkt auf a’ liegt (und umgekehrt). 
Enthalt nun das System die folgenden Ausartungen erster Stufe: 4 Korre- 
lationen mit singuliren Geraden, die je in einer der durch die Korrelation 
verbundenen Ebenen allen Punkten der anderen Ebene (mit Ausnahme 
der auf der anderen singuliren Geraden liegenden) entsprechen, und 
Korrelationen mit singuliren Punkten, die je in ihrer Ebene allen Ge- 
raden der anderen Ebene (mit Ausnahme der durch den anderen singu- 
laren Punkt gehenden) entsprechen, so ist 


2u=—v+A, 


1 
”) 2y—u+ a. 


Dies wird durch Anwendung des Korrespondenzsatzes auf die Punkte einer 
beliebig gegebenen Geraden der einen Ebene, die in einer Korrelation mit 
zwei beliebig gegebenen Punkten der anderen konjugiert sind, bewiesen. 


Diese Formeln wendet R. Sturm auch auf Systeme an, die aus lauter 
singuliren Korrelationen der einen oder anderen der genannten Arten be- 
stehen, und sonst sechs Bedingungen unterworfen sind. Die charakte- 
ristischen Zahlen des Systems mit singuliren Geraden nennt er 4 und i, 
die des Systems mit singuléren Punkten z und z, womit also die Zahlen 
4 und a der Systeme bezeichnet werden, die noch durch ein Paar kon- 
jugierter Punkte oder ein Paar konjugierter Geraden bestimmt werden. 
Dann wird 
(2) ale 

2a =2+ 6, 
wo @ die Anzahl der singuliren Korrelationen zweiter Stufe ist, d. h. 
solcher, die gleichzeitig singulire Gerade und auf dieser liegende singulire 
Punkte haben und die noch den sechs gegebenen Bedingungen unter- 
worfen sind. 

Dabei wird es als unmittelbar einleuchtend betrachtet, daB die Zahl 0 
in beiden Formeln immer dieselbe ist, was gewiB in den von Sturm be- 
trachteten Anwendungen der Formeln der Fall ist. Dies ohne eine genauere 
Priifung allgemein anzunehmen, kommt mir jedoch bedenklich vor. Zwar 


muB die Zahl 6 jedenfalls in beiden Formeln dieselben Ausartungen um- 
fassen. Diese kénnen aber, wie die in (1) durch 4 und a: bezeichneten, 
unter sich verschiedenartig sein, und jede Ausartung kann einfach oder 
mit einer gewissen Maultiplizitét mitgezihlt werden, die jeder Formel fiir 
sich zukommt und sich durch die Herleitung der Formel mittels des 
Korrespondenzsatzes bestimmen lat. Bevor man die Zahlen 6 in den beiden 
Formeln (2) gleichsetzt, muB man also priifen, ob jede vorkommende 
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Ausartung mit derselben Multiplizitét in den beiden Formeln auftreten 
soll. *) 

Die Herleitung der ersten Formel (1) durch den Korrespondenzsatz 
fiihrt zur folgenden Bestimmung der Multiplizitit,**) mit welcher eine 
Korrelation mit singuliéren Geraden e und /’, die im tibrigen die sieben 
Bedingungen des Systems erfiillt, in 2 mitzuzihlen ist. A und B seien 
zwei beliebige Punkte in der einen Ebene; in der anderen wahle man 
einen Punkt A’, dessen Abstand von der singuliiren Geraden f’ unendlich 
klein erster Ordnung ist: die gesuchte Multiplizitaét ist dann die Summe 
der Ordnungen der unendlich kleinen Abstiinde des Punktes A’ von den 
Geraden b’, die in Korrelationen, fiir welche A und A’ konjugiert sind, 
dem Punkt B entsprechen. 

Die Dualitét wird zur entsprechenden Bestimmung der Multiplizitat 
fiihren, mit der eine Korrelation mit singuliiren Punkten in der anderen 
Formel (1) in a mitzuzihlen ist. 

Aus diesen unter sich abweichenden Bestimmungen ersieht man, 
daB in solchen Fillen, wo etwa ein System von oo Korrelationen eine 
Ausartung zweiter Stufe enthilt, diese nicht allgemein mit derselben 
Multiplizitat in 4 und a mitzuziihlen ist. Daher wiirde es in solchen Fallen 
nicht erlaubt sein, die Bezeichnungen 4 und a auf die Ausartungen, die 
wirklich nur erster Stufe sind, zu beschriinken und in den Gleichungen (1) 
4 und a durch 4+ 17 und a+ 1 zu ersetzen, wo ¢ die Anzahl der Aus- 
artungen zweiter Stufe bedeuten sollte; + wiirde nimlich dann oft ver- 
schiedene Werte in den beiden Formeln annehmen. 

Dieser Umstand kénnte unser Bedenken vermehren, @ als gleichbe- 
deutend in den beiden Formeln (2) aufzufassen. Dieses Bedenken wird 
aber — wie wir vorausgesagt haben — beseitigt, wenn wir die Herleitung 
der Formeln (2) durch eine doppelte Anwendung des Korrespondenz- 
prinzipes dazu benutzen, die Multiplizitit zu bestimmen, mit welcher eine 
Ausartung zweiter Stufe, die die sechs gegebenen Bedingungen erfiillt, in 
diesen Formeln unter den mit @ bezeichneten mitzuzihlen ist. Man findet 
dann die folgende, dualistisch symmetrische und daher fiir die beiden 
Formeln zugleich geltende Bestimmung: 

Es seien A und B beliebige Punkte und ¢ und d beliebige Gerade 
in der einen Ebene, A’ ein Punkt und c’ eine Gerade der anderen Ebene, 
deren Abstiinde bzw. von ihrer singuliren Geraden und ihrem singuliren 
Punkt unendlich klein erster Ordnung sind; betrachtet man nun die 
Korrelationen, fiir welche A und A’ konjugierte Punkte, c und ¢ kon- 

*) Durch eine solche Priifung finde ich in meinem Lehrbuch, da8 die Zahl 4 in 


der Formel (1) 8. 313 wirklich dieselbe ist wie in der ersten Formel [167] (1), 8. 311. 
**) Siehe mein Lehrbuch [105], 8. 186. 
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jugierte Gerade sind, und die noch den sechs gegebenen Bedingungen 
unterworfen sind, so ist die gesuchte Maultiplizitét die Summe der Pro- 
dukte der Ordnungen der unendlich kleinen Abstiinde des Punktes A’ 
und der Geraden c’ baw. von der Geraden b’ und dem Punkte D’, die in 
diesen Korrelationen dem Punkte B und der Geraden d entsprechen. 

Die allgemeine Richtigkeit von Sturms Formeln (2) ist dadurch er- 
wiesen. 

Ahnliche Betrachtungen wird man auf die Ausartungen 2. und 3. Stufe 
von raumlichen Korrelationen anwenden kénnen; auf dieselbe Weise iiber- 
zeugt man sich von der Identitiit der Zahlen rt in den Formeln (IV) und 
(V), die R. Sturm in seiner Abhandlung: ,,Vereinfachung des Problems 
der raumlichen Projektivitét“*) ebenfalls als selbstverstiindlich betrachtet. 


Kjébenhavn, Juni 1915. 


*) Math. Ann. 15, 8. 411. 





